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Jelen eldadasjegyzet soha nincs készen, folyamatosan fejlodik. Amely
részek nem vagy ritkdn szerepelnek az eléaddson, azok lassabban fej-
16dnek, és valdszintileg hibasabbak. Az anyag nagyrészt a kovetkezo
konyv valogatott fejezeteire épiil:

Stuart Russell, and Peter Norvig. Artificial Intelligence: A
Modern Approach. (second edition), Prentice Hall, 2003.

A konyv méasodik kiaddsa magyar nyelven is elérhetd:

Stuart Russell, Peter Norvig. Mesterséges intelligencia mo-
dern megkozelitésben. (2. kiadas), Panem Kiad6 Kft., 2005.

Ahol tovabbi forrasokat hasznaltunk fel, ezekre hivatkozunk 1ab-
jegyzetekben. Néhany dbra forrdsa a Wikipedia (http://www.
wikipedia.org/).

A hibakért a felelosség a szerzOt terheli. A kovetkezOk segitettek ezek
szamat csokkenteni: Szorényi Baldzs, Berke Viktor, Haldsz Zsolt Attila,
Csernai Kornél, T6th Tamds, God6 Zita, Danner Gabor, Dékdny Tamas,
Pongrécz Laszl6, Heinc Emilia, Hegediis Istvan, Margit Norbert.



1. fejezet

Bevezetés

1.1. Mi az MI targya?

Mas szdval: mi az a probléma amit egy MI kutaté meg akar oldani?
Mikor oriil a kutatd, mikor tekinti megoldottnak a problémat?

emberi gondolkodds emberi cselekvés
raciondlis gondolkodas | raciondlis cselekvés

cselekvés: A probléma itt olyan dgens tervezése, amely érzékeli a kor-
nyezetét, és ennek fiiggvényében cselekszik. Kozben esetleg ra-
nul, alkalmazkodik. Oriiliink, ha az agens sikeres valamely szem-
pont szerint. A ,,hogyan” (mi van a ,,fejében”) 1ényegtelen.

gondolkodas: A probléma itt modellek alkotdsa arrél, hogy tudas (ta-
pasztalat) és kornyezet alapjan hogyan dontiink egyes cselekvé-
sek mellett. A ,;hogyan”-rél sz6l. Itt kicsit bonyolultabb, hogy

4299

mikor oriiliink (persze akkor, ha ,,j6” a modell, de az mit jelent?).

emberi: Az etalon az ember. Oriiliink, ha az emberihez kozeli, hasonl6
tulajdonsagok illetve teljesitmény allnak eld.
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racionalis: A sikeresség definicidja pragmatikus, az adott feladat altal
meghatdrozott, tehdt oriiliink, ha az adott feladatot a lehet6 leg-
jobban megoldjuk. Igy viszont barmit tekinthetiink intelligens-
nek, pl. a termosztétot is.

1.2. Példak kutatasi célokra

1.2.1. Turing teszt (emberi cselekvés)

Egy ember rdjon-e, hogy a masik szobaban gép 9 @
van? A gépnek képesnek kell lennie pl. termé-

szetes nyelv haszndlatdra, tudds reprezenticio- ._ 9
jara, kovetkeztetésre, tanuldsra, stb. S6t, model- A B
lezni kell az ember hibait is, nem lehet tdl okos 9 i)

Sem. o

Ha a gép atmegy a teszten, azt mondjuk, intel- 9
ligens. De: van-e Ontudata? legkozelebb is ét- o
menne? a tesztel6 ember szakértelme mennyit szamit? stb.

Erdekes probléma, de az MI nem erre fokuszal els6sorban.

1.2.2. Kognitiv tudomany (emberi gondolkodas)

A Turing teszt ,,fekete doboznak™ veszi a gépet. A kognitiv tudomény
szdmadra a doboz belseje a fontos. Célja az emberi gondolkodds model-
lezése, végsd soron az elme és az Ontudat megértése.

Interdiszciplindris teriilet: nyelvtudomany, agykutatés, tudomdanyfilozo-
fia, pszicholdgia, etoldgia.



1.2.3. Kovetkeztetés, tudasreprezentacié (racionalis
gondolkodas)

Nem az emberi gondolkodds modellezése a cél (az emberek nem logi-
kusak!), hanem a gondolkodas ,,idedlis” modellje. Hagyomdnyosan a
kiilonboz6 formalis logikdk vizsgalata tartozott ide, Gjabban a valdszi-
nliségszamitasi alapokon 4116 megkozelitések a népszertiek.

1.2.4. Racionalis agensek (racionalis cselekvés)

Teljesen altaldnos problémadefinici6 (I. 2. fejezet), minden részteriilet
beleilleszthetd.

racionalitds ~ optimalitds, korlatozott racionalitids ~ heurisztikus don-
tések.

Az elbadds sordn a mesterséges intelligencia problémdjdt a raciondlis
dgensek vizsgdlataként értelmezziik.

1.3. Multidiszciplinaris gyokerek

1.3.1. Matematika

Logika és szamitastudomény: a vildgrol sz6l6 éllitasok preciz formaliz-
musa, kovetkeztetési szabédlyok. Relevans részteriiletek: nemteljességi
tételek (algoritmusok lehetetlensége), bonyolultsdgelmélet (algoritmu-
sok plauzibilitdsa, NP-teljesség fogalma, stb.).

s

Val6szinliség: a bizonytalansag és a véletlen események matematikdja,
€s hatékony algoritmusok forréasa.



1.3.2. Kozgazdasagtan

modell: dgensek, amik hasznossagot (utility) optimalizalnak

Jatékelmélet: kolcsonhato dgensek, racionalitds, korldtozott racionalitas
(Herbert Simon)

Dontéselmélet (bizonytalansag kezelése)

Multi-agens rendszerek, emergens viselkedés

1.3.3. Idegtudomany

Neuron, neurdlis hal6zatok modelljei, agy miikodése
Funkcidk, pl. nyelv, lokalizacidjanak vizsgélata

Tanulds, adaptacid, onszervezddés (leképezések), massziv parhuzamos-
sag, folytonos szamitdsok (a GOFAI gyokeres ellentéte)

1.3.4. Pszichologia

Emberi tanulas, viselkedés modellezése

Behaviorizmus: nem tételeziink fel kozvetleniil nem megfigyelhets en-
titdsokat, pl. gondolatok, vagyak, stb.: az agy fekete doboz, (esetleg
bonyolult) feltételes reflexek tarhaza.

Kognitiv pszicholdgia: megenged modelleket, amelyekben fogalmak
mint hit, cél, vigy, memoria, stb. szerepelnek, ezeknek a kovetkez-
ményeit ellendrizhetjiik kisérletileg (pl. fizikdban is igy van: az aram,
hémérséklet, molekula, stb. csak elméleti fogalmak, nem direkt megfi-
gyelhetdk).



1.3.5. Iranyitaselmélet, dinamikus rendszerek, kiberne-
tika

Pl. zart szabdlyozési hurok: a rendszer kimenetét (y(t)) az F' szenzor
méri, és a referenciaértéktdl valo eltérés (e(t)) alapjan a P irdnyitott
rendszer inputjét (u(t)) kiszamitjuk dgy, hogy a vérhat6 e-t minimali-

zaljuk.
C
F

Folytonos valtozdk, nem szimbolikus, alkalmazdsai robotika, repiilés,
stb.

Komplexebb véltozatok, pl. intelligens, sztochasztikus, adaptiv irdnyi-
tas

Y
\ 4

Stabilitas, kaosz.

1.3.6. Egyéb

Filozéfia, nyelvészet, szamitdégép architekturék, stb.

1.4. Az MI torténete

1.4.1. Dartmouth workshop (1956)

Newell és Simon szimb6lum manipulalé algoritmusa.

Az MI mint elnevezés itt sziiletik, és a kutat6i kozosség is itt szilardul
meg.



1.4.2. Sikerek idoszaka (1952-1969)

Szimbolikus: tételbizonyitds tokéletesedése, GPS (general problem sol-
ver), microworlds

Nem-szimbolikus: perceptron (egyszeri neuron modell) elméleti vizs-
galata

1.4.3. Problémak jelentkezése (1966-1973)

Komplexitasi problémék jelentkeznek komolyabb példidkon (kombina-
torikus robbands), mert a legtobb korai médszer brute-force: nagyon
kevés hattértudast alkalmaznak, a hangsuly a keresésen van.

PI. legendas bakik nyelvi alkalmazasokban: The spirit is willing but the
flesh is weak — The vodka is good but the flesh is rotten (angol — orosz
— angol) vagy World shaken: Pope shot! (eredetileg olaszul) — Earth
quake in Italy: One dead (olasz — angol).

1.4.4. Tudas alapu (szakértoi) rendszerek (1969-)

Teriiletspecifikus tudds a hatékonysag novelésére, szakértdoktol interjik
sordn szerezve. (pl. MYCIN orvosi diagndzis)

Eldregyartott vdlaszok az extenziv keresés helyett

Komoly ipari alkalmazdsok is, pl. R1 (DEC) szamitoégépek konfigura-
lasara: $40 milliot sporolt a véllalatnak.

80-as évek eleje a szakértdi rendszerek viragzasa, kitord optimizmus.

1.4.5. MI telek (AI winters)

Hullamvasit: nagy varakozasok és igéretek utdn csalodas



gépi forditds: 60°

* konnekcionizmus (perceptron korldtai): 70’

Lighthill report (UK, 1973)

o szakértGi rendszerek: 90’

MI - sokan asszocidljdk a be nem véltott igéretekkel: sokan keriilik az
elnevezést.

De kozben folyamatos a fejlédés.

1.5. MI sikerek

Néhany nagyon specifikus teriileten embernél jobb, de az er6s MI
messze van.

Sikerek: sakk, go, poker (ember feletti szint), orvosi diagndzis, ma
mdr autdvezetés is kozel, robotika viharosan fejlédik, ajanlérendszerek,
szemantikus keresés, forditas, kép-, hangfelismerés, karakterfelismerés,
stb.



2. fejezet

Agensek
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Racionalitds: minden érzékeléssorozatra olyan cselekvést valasztani,
ami a varhaté teljesitményt maximalizélja (a beépitett hattértudast is fel-
tételezve). Tehdt egy fliggvényt keresiink (dgensfiiggvény), ill. egy azt
megvaldsité programot (dgensprogram) ami valamely megadott médon
optimélis (teljesitménymértékek!).

Ez nagyon altaldnos definicid, pl. tdbldzattal is implementalhatjuk (de
ez ok, mert azt mondtuk, a viselkedés érdekel minket).



Ez a keret alkalmas arra, hogy eldontsiik, mi MI és mi nem (bér elég
sok minden lesz MI!).

A raciondlis cselekvés nem ugyanaz mint az adott dllapot teljes isme-
retén alapuldé optimadlis cselekvés, hiszen az dgens dltaldban nem tud
mindent a kornyezetrdl.

2.1. Feladatkornyezet

A feladatkdrnyezet négy komponense a teljesitmény mértéke (amit a
kornyezet allapotsorozatan értelmeziink), a kdrnyezet (environment), a
beavatkozok (actuators) és az érzékeldk (sensors).

Néhany szempont a feladatkornyezet jellemzéséhez
Teljesen vagy részlegesen megfigyelhetd? (adott absztrakcids szinten)

Determinisztikus vagy sztochasztikus? Determinisztikus akkor, ha az
aktudlis (objektiv/szubjektiv?) dllapot és barmely cselekvés egyiitt egy-
értelmtien meghatdrozza a kovetkez6 allapotot. Egyébként sztochasz-
tikus (pl. részlegesen megfigyelhetd kornyezet tipikusan (szubjektive)

sztochasztikus, de lehet hibdsan végrehajtott cselekvés, stb.).

Epizodikus vagy sorozatszeri? Egymastol fiiggetlen epizédok
(érzékelés-akcio), vagy folyamatos feladat (pl. autdvezetés)

Statikus vagy dinamikus? Akkor dinamikus, ha a kornyezet valtozik,
mig az agens tevékenykedik. Tégabb értelemben barmely komponens
(4llapot, teljesitmény, cselekvés hatdsa, stb.) fligghet az id6tdl.

Lehet még diszkrét vagy folytonos, egy- vagy tobbdgenses, stb.

2.2. Agensprogramok tipusai

Reflex dgensek: A cselekvés csak a kornyezetrdl rendelkezésre 4ll6 in-
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formécioktdl (memoria, vildgmodell, aktudlis érzékelés) fliigg. Egysze-
rii reflex dgens: nincs bels6 allapot, a cselekvés csak az aktudlis érzé-
keléstdl fiigg. (Altaldban ,,unalmas”, de multidgens rendszerben mégis
érdekes emergens jelenségek johetnek ki.)

Célorientdlt dgensek és hasznossdgorientdlt dgensek: a memorit és a
vildgmodellt felhasznéljak arra, hogy megjésoljak a sajat cselekvéseik
kovetkezményeit, €s olyan cselekvést vdlasztanak, ami valamely el6re
adott célhoz vezet, vagy valamely hasznossagi fiiggvényt optimalizal.

Tanulo dgensek: lehet barmelyik fenti tipus (reflex, stb.), Iényeg, hogy
van visszacsatolds az értékel6fiiggvényr6l, aminek a hatdsara az dgens
programja moddsul.
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3. fejezet

Informalatlan keresés

3.1. Allapottér

Tekintsiink egy diszkrét, statikus, determinisztikus és teljesen megfigyel-
hetd feladatkornyezetet. Részletesebben: tegyiik fel, hogy a vildg toké-
letesen modellezhetd a kovetkezdkkel:

* lehetséges dllapotok halmaza
* egy kezddallapot

* lehetséges cselekvések halmaza, és egy dllapotatmenet fliggvény,
amely minden allapothoz hozzarendel egy (cselekvés,éllapot) ti-
pusu, rendezett parokbdl 4116 halmazt

e dllapotatmenet koltségfiiggvénye, amely minden Ilehetséges
allapot-cselekvés-dllapot harmashoz egy c¢(z, a,y) valés nemne-
gativ koltségértéket rendel

* célallapotok halmaza (lehetséges allapotok részhalmaza)
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A fenti modell egy stlyozott grafot definidl, ahol a csicsok az dllapotok,
az élek cselekvések, a sulyok pedig a koltségek. Ez a graf az dllapottér.

A tovébbiakban feltessziik, hogy az allapotok szamossdga véges vagy
megszamlalhat. Egy allapotnak legfeljebb véges szamu szomszédja
lehet.

Uton dllapotok cselekvésekkel Gsszekotott sorozatat értjiik  (pl.

.. 2 n—1
T1,a1,To, Az, . . ., T, melynek koltsége > 7" (x4, ai, Ti41)).

Ebben a feladatkornyezetben ha az dgens ismeri a vildg modelljét, akkor
nem is kell neki szenzor!

3.2. Példak

Térkép: allapotok=varosok; cselekvés=tttal 0sszekotott két varos koz-
ti 4dthaladds; koltség=tdvolsag; a kezdd és célallapot feladatfiiggd. A
probléma itt ttvonaltervezés, a térkép pedig a vildg modellje.

Utazdstervezési feladat: ttvonaltervezéshez hasonld. pl. dllapo-
tok=hely és id&pont parok; cselekvés=kozlekedési eszk6zok, amelyek
onnan és azutdn indulnak mint az aktudlis 4llapot; koltség=i1d6 és pénz
fliggvénye; a kezdd és célallapot feladatfiiggd. Ez mér egy fokkal bo-
nyolultabb.

Porszivo vildg: illusztracionak (nem realisztikus): a vilag két pozicio,
mindkett$ lehet tiszta vagy poros, ill. pontosan az egyikben van a por-

szivo. Ez 8 allapot. cselekvés=sziv, jobbra, balra; koltség=konstans
minden cselekvésre; a célallapot a tisztasag.
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8-kirakoé  (csusztatos — jaték): allapo- : 2
tok=célallapotbdl (dbra) csusztatdsokkal

elérhetd konfiguricidk;  cselekvés=iires 3 4 5
hely mozgatisa fel, le, jobbra, balra;

koltség=konstans minden cselekvésre; a 6 7 8
célallapotot az dbra mutatja.

3.3. Kereso algoritmusok: fakeresés

7 2

Adott kezdballapotbdl taldljunk egy minimaélis koltségii utat egy céldl-
lapotba. Nem egészen a klasszikus legrovidebb tit keresési probléma:
az allapottér nem mindig adott explicit médon, és végtelen is lehet.

7z

Otlet: keresdfa, azaz a kezdallapotbdl novessziink egy fit a szomszé-
dos éllapotok hozzavételével, amig célallapotot nem taldlunk. Ha tigye-
sek vagyunk, optimalis is lesz.

Vigyazat: a keres6fa nem azonos a feladat allapotterével! Pl. az élla-
pottér nem is biztosan fa, amely esetben a keres6fa nShet végtelenre is,
akkor is, ha az allapottér véges.

A keres6fa csicsaiban a kovetkez6 mezdket taroljuk: sziil6, dllapot,
cselekvés (ami a sziil6bdl ide vezetett), utkoltség (eddigi koltség a kez-

7 2z

dééllapotbdl), mélység (a kezddallapoté nulla).

fakeresés

1 perem = { Gjcsucs (kezdbdallapot) }

2 while perem.nemires ()

3 csucs = perem.elsdkivesz ()

4 if cstcs.céldllapot () return csucs
5 perem.beszur (cstcs.kiterjeszt ())

6 return failure
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A cstcs.kiterjeszt () metddus létrehozza a csicsbdl elérhetd
Osszes allapothoz tartoz6 keres6fa csucsot, a mezdket megfelelden ini-
cializalva.

A perem egy prioritdsi sor, ez definidlja a bejarasi stratégiat! Koze-
lebbr6l a perem.elsékivesz altal feltételezett rendezést a csicsok
felett definidlhatjuk sokféleképpen, és ez adja meg a stratégiat (1. ké-
s6bb).

A hatékonysdgot novelhetjiik, ha okosabban szdrunk be minden uj cst-
csot a perembe (5. sor) abban az esetben, ha mér a peremben taldlhat6
ugyanazzal az éllapottal egy mdsik csucs. Ekkor, ha az uj csucs kolt-
sége kisebb, lecseréljiik a régi csicsot az ujra, kiillonben nem tessziik
be az djat. Ezt azért tehetjiik meg, mert a nagyobb koltségii utat tarolni
felesleges, mert a teljes koltség mar csak a tovabbi élektd] fiigg.

3.4. Algoritmusok vizsgalata: teljesség, opti-
malitas, komplexitas

Egy adott konkrét keresési stratégia (perem prioritdsi sor implementa-
cid) elemzésekor a kovetkezd tulajdonsdgokat fogjuk vizsgélni:

Egy algoritmus zeljes akkor és csak akkor, ha minden esetben, amikor
létezik véges szamu éllapot érintésével elérhetd céldllapot, az algorit-
mus meg is taldl egyet.

Egy algoritmus optimdlis akkor €s csak akkor, ha teljes, és minden meg-
talalt célallapot optimadlis koltségd.

Az 1d6- és memoriaigényt nem az éllapottér méretének fiiggvényében
vizsgaljuk, hanem a specidlis alkalmazdsunkra (MI) szabva a kovetkez6
paraméterek fiiggvényében: b: szomszédok maximalis szdma, m: kere-
s6fa maximalis mélysége, d: a legkisebb mélységii célallapot mélysége
a keres6faban. m €s d lehet megszamlalhat6an végtelen!
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3.5. Szélességi keresés

FIFO (first in first out) perem. Bizonyitsuk be, hogy

* Teljes, minden véges szamu allapot érintésével elérhetd dllapotot
véges idGben elér.

« Altaldban nem optimdlis, de akkor pl. igen, ha a koltség a mély-
ség nem csokkend fiiggvénye.

* id6igény = tarigény = O(b%*1)

A komplexitds exponencidlis, tehdt nem varhatd, hogy skalazédik: na-
gyon kis mélységek jonnek széba, d = 10 koriil. A memoria egyébként
elébb fogy el.

3.6. Mélységi keresés

LIFO (last in first out) perem. Bizonyitsuk be, hogy

* Teljes, ha a keresési fa véges mélységii (azaz véges, hiszen b vé-
ges). Egyébként nem.

* Nem optimdlis.

* idGigény: a legrosszabb eset O(b™) (nagyon rossz, sét, lehet vég-
telen), tarigény: legrosszabb esetben O(bm) (ez viszont biztato,
mert legaldbb nem exponencidlis).

3.7. Iterativan mélyiilo keresés

Mélységi keresések sorozata 1, 2, 3, stb., mélységre korlatozva, amig
célallapotot taldlunk. Bizonyitsuk be, hogy

16



» Teljesség és optimalitds a szélességi kereséssel egyezik meg.

* id6igény = O(b%) (jobb, mint a szélességi, bar kis b esetén tényle-
gesen nem feltétleniil jobb), tarigény = O(bd) (jobb, mint a mély-
ségi!).

Elsére meglepd, de igaz, hogy annak ellenére, hogy az elsd szinteket
Gjra és djra bejarjuk, mégis javitunk.

Ez a legjobb informadlatlan (vak) keresd.

3.8. Egyenletes koltségii keresés

A peremben a rendezés koltség alapu: el6szor a legkisebb utkoltségi
csucsot terjesztjiik ki. Bizonyitsuk be, hogy

* Teljes és optimalis, ha minden él koltsége > € > 0.

* (Azid6- és tarigény nagyban fiigg a koltségfiiggvénytdl, nem tar-
gyaljuk.)

3.9. Ha nem fa az allapottér: grafkeresés

Ha a kezd6allapotbdl tobb it is vezet egy éllapotba, akkor a fakere-
sés végtelen ciklusba eshet, de legaldbb is a hatékonysiga drasztikusan
csokkenhet. Mdasrészt vilagos, hogy elég is a legjobb utat tdrolni minden
allapothoz.

Hogyan keriiljiik el az ugyanazon allapotba vezet6 redundéns utak taro-
1asat? Zdrt halmaz: tarolni kell nem csak a peremet, de a perembdl mar
egyszer kivett, kiterjesztett csucsokat is. (A perem egy madsik elnevezé-
se nyilt halmaz)
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grafkeresés

1 perem = { Gjcsucs (kezddallapot) }

2 zart = {}

3 while perem.nemiires ()

4 csltcs = perem.elsdkivesz ()

5 if cstcs.céldllapot () return csucs

6 zart .hozzdad (csucs)

7 perem.beszUr (cstcs.kiterjeszt () - zart)
8 return failure

A perembe helyezés el6tt minden cstcsot leteszteliink, hogy a zért hal-
mazban van-e. Ha igen, nem tessziik a perembe. Masrészt minden pe-
rembdl kivett csticsot a zart halmazba tesziink. gy minden 4llapothoz a
legelsd megtalalt tt lesz tarolva.

A hatékonységot itt is (mint a fakeresésnél) novelhetjiik: ha mér a pe-
remben taldlhaté ugyanazzal az dllapottal egy masik csucs, akkor, ha
az Uj csucs koltsége kisebb, lecseréljiik a régi csicsot az tjra, kiillonben
nem tessziik be az gjat.

Probléma: Mi van, ha egy adott dllapothoz a kés6bb megtaldlt Ut a
jobb? Vigyézat: a ,,megtaldlt” uton azt az utat értjiik, amelyiket a zart
halmazba kertilt csucs hatdroz meg. A peremben tarolt ut még keresés
alatt van, ideiglenes.

* Egyenletes koltségli keresésnél bizonyithatéan az elsé megtalalt
utndl nincs jobb, ha minden €l koltsége nemnegativ. Ez ugyanis
éppen a Dijkstra algoritmus az éllapottérre alkalmazva. (Viszont
a teljességhez tovabbra is kell, hogy minden koltség > € > 0
(nem csak nemnegativ), mert lehetnek végtelen allapotterek.)

* Mélységi keresésnél nem biztos, hogy az elsé megtaldlt ut a leg-
jobb, ekkor 4t kell linkelni a zart halmazban t4rolt csicsot a jobb
ut felé. De a mélységi keresés itt mar nem annyira vonzd, mert a
zart halmaz miatt sok memoria kellhet neki.
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4. fejezet

Informalt keresés, A*
algoritmus

Eddig csak azt tudtuk, honnan jéttiink (koltség), de arrdl semmit, hogy
hova megyiink (ezért vak keresés a neve), mas szoval minden szomszéd
egyforman jott széba.

Heurisztika: minden allapotbdl megbecsiili, hogy mekkora az optimalis
ut koltsége az adott dllapotbdl egy célallapotba: tehét értelmesebben
tudunk kovetkezd szomszédot véalasztani. Pl. 1égvonalbeli tdvolsiag a
célig a térképen egy utvonal-tervezési problémahoz j6 heurisztika.
Jelolések: h(n): optimdlis koltség kozelitése n dllapotbdl a legkoze-
lebbi céldllapotba, g(n): tényleges koltség a kezdGallapotbdl n-be, mas
sz6val az alkalmazott keresd algoritmus g(n) koltséggel jutott az éppen
vizsgalt n 4llapotba.

Mivel kordbban feltettiik, hogy ¢(n, a,n’) > 0 minden dlapotitmenetre,
ezért g(n) > 0és h(n) > 0 minden n dllapotra.
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4.1. Moho legjobb-eloszor

A peremben a rendezést h() alapjan végezziik: a legkisebb értéki csu-
csot vessziik ki. Hasonl6 a mélységi kereséshez.

Ha csak annyit tesziink fel, hogy h(n) = 0 ha n célallapot, bizonyitsuk
be, hogy fakeresés esetén

* Teljes, de csak akkor, ha a keresési fa véges mélységii.
* Nem optimélis.
* idGigény = tarigény = O(b™)

Grafkeresésnél az optimalitds hidnya miatt az els6 megtaldlt it nem
mindig a legjobb, tehat at kell linkelni a zart halmaz elemeit.

A legrosszabb eset nagyon rossz, de j6 h()-val javithato.

4.2. A"

A peremben a rendezést f() = h() + g() alapjan végezziik: a legkisebb
értéki csdcsot vessziik ki. f() a teljes tt koltségét becsiili a kezdGalla-
potbdl a célba az adott dllapoton keresztiil.

Ha h() = 0 (tehdt f() = g()), és grafkeresést alkalmazunk, akkor a
Dijkstra algoritmust kapjuk.

Teljesség és optimalitas
Egy h() heurisztika elfogadhaté (vagy megengedhetd), ha nem ad na-

gyobb értéket mint a tényleges optimalis érték (azaz nem becsiili tul a
koltséget).
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Fakeresést feltételezve ha h() elfogadhat6, és a keresési fa véges, akkor
az A* optimalis (a végesség a teljességhez kell).

Egy h() heurisztika konzisztens (vagy monoton),ha h(n) < c¢(n,a,n’)+
h(n') minden n-re és n minden n’ szomszédjdra.

Grafkeresést feltételezve ha h() konzisztens és az allapottér véges, ak-
kor az A* optimdlis (a végesség a teljességhez kell).

Hatékonysag

Az A* optimélisan hatékony, hiszen csak azokat a csuicsokat terjeszti ki,
amelyekre f() < C* (C* az optimalis koltség), ezeket viszont minden
optimélis algoritmusnak ki kell terjeszteni.

A tdrigény dltaldban exponencidlis, de nagyon fiigg a h() minGségétdl,
pl. ha () = h*() (h*() a tényleges hatralevo koltség), akkor konstans...
Az 1dGigény szintén erdsen fligg a h()-tol.

4.3. Egyszeriisitett memoriakorlatozott A*

A memoria véges. Probdljuk az egész memoriat haszndlni, és kezeljiik,
ha elfogy.

Otlet: futtassuk az A*-ot, amig van memdria. Ha elfogyott, akkor

* toroljik a legrosszabb levelet a keres6faban (ha minden cstcs
koltsége u.az, akkor a legrégebbit)

* a torolt csucs sziilojében jegyezziikk meg az innen elérhetd is-
mert legjobb koltséget (igy visszatérhetiink ide, €s még egy-
szer kiterjeszthetjiik, ha minden tobbi utrél késébb kideriil, hogy
rosszabb).
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Maga az algoritmus viszonylag komplex, de az otlet alapjan rekonstru-
alhaté.

Probléma, hogy sok hasonld koltségii alternativ tt esetén ugralhat az
utak kozott, azaz folyton eldobja és Ujraépiti dket, ha egyszerre nem
férnek a memoridba.

Ha az optimélis céldllapotba vezetd ut taroldsa maga is tobb memdoriat
igényel mint amennyi van, akkor nincs mit tenni.

4.4. Heurisztikus fiiggvények eloallitasa

Nagyon fontos a j6 min8ségil heurisztika, lehet6leg elfogadhato, sét
konzisztens. Hogyan kaphatunk ilyeneket?

Relaxalt probléma optimalis megoldasa = /()

Relaxacio: feltételek elhagyasa. pl. 8-kirak6hoz heurisztikdk

* hy: rossz helyen 1évd szdmok (4bran: 7 2 4
hi() = 8)

* hy: Manhattan tdvolsdg szdmonként
(dbrdn: hs() = 18)

o dbran hoy () = 26

h1-nél relaxdcié: minden szdm egybdl a helyére tolhat6.

ho-nél relaxacio: minden szam a szomszédba tolhatd, akkor is, ha nem
iires a hely.

Vegyiik észre, hogy Vn : hy(n) < ha(n), azaz hy domindlja hy-et.

Belathat6, hogy relaxdlt probléma optimdlis koltsége < az eredeti prob-
léma optimdlis koltségénél, mivel az eredeti probléma allapottere része
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a relaxdltnak. Tehat elfogadhat6 heurisztikat kapunk.

Belathat6, hogy mivel a heurisztika a probléma egy relaxacidjanak tény-
leges koltsége, ezért konzisztens is.

Relaxalas automatizalasa

Ha formédlis kifejezés adja meg a lehetséges 1épéseket a probléma alla-
potaibdl, akkor automatikusan elhagyhatunk feltételeket, pl. 8-kirakd
esetében formalisan

(a) egy szamot csak szomszédos pozicioba lehet mozgatni, és (b) egy
szamot csak iires pozicidba lehet mozgatni.

Ha elhagyom (a)-t és (b)-t, megkapom h,-et. Ha elhagyom (b)-t, meg-
kapom ho-t.

Tobb heurisztika kombinalasa

Vehetjiitk a h(n) = max(hi(n),..., hg(n)) heurisztikdt, ahol igaz az,
hogy ha Vi : h; konzisztens, akkor h is konzisztens.

Mintaadatbazisok

Definidljunk részproblémat, €s szdmoljuk ki az egzakt koltséget: ez a
heurisztika. Pl. 8-kirakéban az 1,2,3,4 szamok kirakdsa (mivel ez rela-
xacio is, konzisztens heurisztika lesz).

* 2 4 1 2

* * 3 4 *

* 3 1 * * *
Start State Goal State
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Tobb ilyen részproblémat is kiszamolhatunk, és vehetjiik a maximalis
koltségfit. A tobb részprobléma megoldasait adatbazisban tarolhatjuk.

Fiiggetlen részproblémak

Szerencsés esetben a részproblémdk egymastdl fiiggetlen koltségkom-
ponensekkel rendelkeznek. Ezeket aztdn 6ssze lehet adni (maximum
helyett).

Pl. 8-kirakéban az 1,2,3,4 részprobléma esetében azt tehetjiik, hogy a
részprobléma koltségébe csak azokat a mozgatdsokat szamolom bele,
amelyek az 1,2,3 vagy a 4 szdmokat mozgattdk. Ha u.ezt teszem az
5,6,7,8 szamokkal, a két koltség Osszege konzisztens heurisztikét ered-
ményez (gondoljuk meg!).
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5. fejezet

Lokalis keresés, optimalizalas

5.1. A globalis optimalizalas problémaja

Az allapottérben val6 kereséskor egy optimadlis célallapotot és a hozza
vezetd utat kerestiik, és a koltség az tt fliggvénye volt.

Masfajta keresés: a koltség legyen az dllapot fiiggvénye (az ut ekkor
lényegtelen). Ekkor globdlis optimalizdldsi problémdrol beszElink. A
modell a kdvetkezd:

* lehetséges allapotok halmaza (state space)

* (kezddéallapot(ok) lehet(nek), de ez nem része a probléma defini-
ci6janak mert az allapotok értékelése nem fiigg a kezd6allapottdl)

* lehetséges operdtorok (hasonl6 a cselekvésekhez) halmaza és egy
allapotatmenet fiiggvény, amely minden allapothoz hozzarendel
egy (operator,allapot) tipusu rendezett parokbodl 4116 halmazt

 célfiggvény (objective function): &allapotok f értékeld fiiggvé-
nye, amely minden lehetséges dllapothoz valds értéket rendel
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» célallapotok halmaza (lehetséges dllapotok részhalmaza), ami
nem mds, mint a globdlis maximumhelyek halmaza: {z|f(z) =

maXyy egy dllapot} f(w)}

Az éllapotok és operatorok altal definidlt grafot itt optimalizdlasi téj-
nak hivjuk (landscape), amelyben hegycsucsok, volgyek, hegygerincek,
stb., vannak. Vigydzat: egy sokdimenzids tdj nem intuitiv!

Célallapotként néha a minimumhelyeket definidljuk, szokds kérdése.

Az z allapot lokdlis maximumhely akkor és csak akkor, ha f(z) =
MaTy, , szomszédja) f (Y), ahol x szomszédai az z-bdl a lehetséges ope-
ratorokkal elérhetd allapotok.

Egy globdlis maximumhely (azaz céldllapot) egyben lokdlis maximum-
hely is.

objective function .
A _— global maximum

shoulder

local maximum

“flat™ local maximum

state space
current
state

5.2. Lokalis keresés

Az optimalizaldsi probléma egy mohé megkozelitése. Altalaban csak
egy aktudlis dllapotot tarolunk.
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5.2.1. Hegymaszo keresés

hegyméaszd

1 x = véletlen allapot

2 repeat

3 szomszéd = x egy max értéklli szomszédja
4 if f(szomszéd) <= f(x) return x

5 else x = szomszéd

A legmeredekebb emelked6n elindulva a legels6 lokdlis maximumba
beragad.

Példa: 8 kirdlynd probléma: sakktablara tegyiink 8 kirdlyn6t ugy, hogy
ne iissék egymadst.

Allapotok: {1,2,3,4,5,6,7,8}®; mind a 8 sorra megmondja, melyik
oszlopba tegyiik a kirdlynot.

Lehetséges operdtorok: egy kirdlynd soron beliili elmozgatdsa: 8 X 7 =
56 operator minden allapotbdl.

Célfiiggvény: f legyen a parok szdma, amelyek iitik egymast. Minden
x céldllapotra f(x) = 0, egyébként pedig f(z) > 0 (tehat itt minimali-
zalasi problémardl van sz6).

A hegymasz6 véletlen allapotbdl indulva az esetek 86%-aban nem talal
céléllapotot, mert egy lokdlis optimum (ami gyakran platén van) meg-

allitja. P1. ha megengedjiik az oldallépést (elfogadjuk az azonos értéki
szomszédot) max. 100-szor, akkor 94% siker! (tehat itt sok a platd)

5.2.2. Hegymaszo javitasai

Sztochasztikus hegymdszo: véletlen szomszéd azok koziil, amelyek job-
bak (nem feltétleniil a legjobb); lassabb, de ritkabban akad el.

Elsd vdlasztdsos hegymdszo: vegylik az elsé szomszédot, ami jobb. Ez a
sztochasztikus egy implementacidja, és akkor hatékonyabb, ha nagyon
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sok szomszéd van.

Véletlen ujrainditott hegymdszo: ha nem sikeres, inditsuk tjra véletlen
kezddpontbdl. Ez nagyon j6 algoritmus! (pl. 3 milli6 kirdlyné megol-
ddsa egy perc alatt) De a keresési tér struktirdjatol nagyban fiigg.

5.2.3. Szimulalt hiités

Ujrainditds helyett a hegymaész6 itt lokalis optimumokbdl ki tud ugra-
ni. Mads szoval elfogadunk lefelé 1épést is néha: minél kisebb a ,,h6-
mérséklet”, anndl kisebb valdszinliséggel. A hdmérséklet folyamatosan
csokken.

szimuldlt hités

1 x = véletlen &llapot;

2 T = hGtésiterv[0]; t =1

3 repeat

4 szomszéd = x egy véletlen szomszédija

5 d = f(szomszéd)-f (x)

6 if d >0 x = szomszéd

7 else x = szomszéd exp(d/T) valdszinliséggel
8 T = hQtésiterv[t]; t = t+1

9 until T == 0
10 return x

A hiitési terv fontos, de problémafiiggd, nincs éltaldnos recept. Pl
E+1 = OéTt, a = 0.95.
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5.3. Populacié alapi lokalis keresés

5.3.1. Nyalab keresés
Eddig csak egy aktudlis dllapotot haszndltunk. Ha tobb van egyszer-
re, az is segithet kiugrani a lokdlis optimumokbdl. A nyalab keresés a

legegyszerlibb példa.

nyalab keresés

1 x[] = K véletlen &llapot

2 repeat

3 generdljuk x[] elemeinek Osszes szomszédjat
4 x[] = K legjobb az Osszes szomszéd kozil

5 if x[1] célallapot valamely i-re return x[i]

Megallasi feltételt is adhatunk, pl. iterdcidk szama.

Nem ugyanaz, mint K db fiiggetlen hegymasz6: jobban fokuszal, de
gyorsabban be is ragad.

Vannak javitdsai, mint a hegymaszonak, pl. sztochasztikus, stb.

5.3.2. Evoluaciés algoritmusok

evolicids algoritmus séma

1 x[] = K véletlen &llapot

2 repeat

3 sz{iil6k valasztéasa

4 uj allapotok generdldsa a szlildkbdl
rekombindcidval

5 uj allapotok mutacidja

6 K 4dllapot kivalasztédsa a régiek és az

ujak unidjabol
7 until megallédsi feltétel
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Nyaldb keresés: hegymadszo altalanositdsa volt populdcidval (a K alla-
pot) és szelekcidval.

Evoliiciés algoritmus: nyaldb altaldnositdsa szexudlis operatorokkal (a
targyalds itt a konyvtdl eltér!).

Az evolucids algoritmusok teriiletén szokds evolicids terminoldgiat
haszndlni. Kisszotar:

allapot = megoldas = egyed (individual)

muticié = operdtor = cselekvés

rekombindcié = keresztezés (crossover) = kétvaltozds operdtor:
AxA—A

fitnessz = célfiiggvény érték

sziilo = aktualis allapot(ok koziil valasztott allapot) (2. sor)

utod = uj allapot (3., 4. sor)

populéci6 = aktudlis allapotok halmaza, azaz x

generdcio = a populécié egy adott iterdciéban

tulélék = megoldasok az dj populaciéban (5. sor)

Az 4j komponens tehdt a rekombinécid. Ezen kiviil a sziil6k és tilélok
kivélasztasdnak is sok modja van.

5.3.3. Genetikus algoritmus (genetic algorithm, GA)

Amerikai iskola. Allapottér: véges betiikészletii (gyakran binaris (0,1-
bdl allo)) stringek. Pl. 8 kirdlynd ilyen.

Sziil6 szelekcid: valasztunk pl. K/2 db part pl. a fitnesszel ardnyosan
vagy véletlenszertien.

Rekombindcid: véletlen keresztezési pontndl vagas és csere.

Mutécid: pl. egy betli megvaltoztatasa. Pl. a 8 kiralynd probléméhoz a
hegymadsz6 ezt hasznélta.
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[32752411 | 32748552 F—{ 32748[l52 |
| 24748552 | 24752411 | 24752411 |

[ 32752411 :>_<\ 32752124 |—| 3752124 |

[ 24415124 | 24415411 ] 24415417

Tuléld szelekcid: pl. a K legjobbat vessziik, vagy a fitnesszel ardnyos
valészintiséggel valasztunk, vagy K véletlen part valasztunk, és mind-
egyikbdl a jobbik tdlél (tournament), stb.

Itt sincs biztos recept, a sok tervezési dontés hatdsa feladatfiiggd: hany
lokdlis optimum van, dimenzidszam, optimumok eloszlésa, stb.

5.3.4. Folytonos terek

Eddig diszkrét keresési tereket vizsgdltunk (kombinatorikus problé-
m4k). Ha az 4llapottér folytonos (azaz a célfiiggvény R? — R tipus),
akkor végtelen szomszédos dllapot van. A hegymdsz6 itt is mikodik:

hegymadszo: legmeredekebb lejté/emelkedd modszere. Ha derivalhat6 a
célfiiggvény, akkor meghatdrozzuk a legmeredekebb irdnyt (ez éppen a
derivalt irdnya), €s egy € hosszu 1épést tesziink. e lehet konstans vagy
adaptiv, lehet véletlen szordsa is. Ha e tul kicsi, lassu, ha tal nagy,
tall6hetiink a célon.

sztochasztikus hegymdszo: véletlen irdnyt valasztunk, ha javit, elfogad-
Juk.
5.3.5. Differencial evolicio

Populdcié alapud keresés folytonos problémadkra, de A4ltalanosithatéd
diszkrét esetre is.

A populécié: x4, ...,z € R%
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Sziil6 valasztds: minden egyed sziild.

Rekombinicié: a populdcié minden x;-eleméhez (+ = 1,..., K) va-
lasszunk harom véletlen egyedet: z,,,z,,,x,,. Legyen v = z, + I -
(Try —Xry) + A+ (yg — ), ahol y, az eddig megtaldlt legjobb megoldas.
Megjegyzés: v nem fiigg z;-t6l! Ezutan v-t keresztezziik x;-vel; legyen
az eredmény az u vektor, ahol u; = x;; C'R val6szin(iséggel, u; = v,
egyébként (ahol z;; x; j. eleme, v; pedig v j. eleme, j = 1,...,d). A
paraméterek pl. F' ~ 0.8, CR ~ 0.9, A = 0.9. Persze a paraméterek
optimdlis bedllitdsa itt is nagyban feladatfiiggo.

Mutécié: nincs.
Tulélok: u-val helyettesitjikk z;-t, ha f(u) > f(x;) (feltéve, hogy ma-
ximumot keresiink).

Lényeg: a fenti rekombinécids operator olyan, hogy a populaci6 kiter-
jedését €s alakjat tiszteletben tartja, mivel mintavételezésen alapul, pl.
hosszu keskeny volgyekben inkdbb hosszanti irdnyban exploral, kicsi
koncentrdlt populdciéban nem dobdl messzire megolddsokat, stb.
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6. fejezet

Korlatozas kielégitési feladat

A feladat az allapottérrel adott keresési problémak és az optimalizala-
si problémdk jellemzdit 6tvozi. Az allapotok és célallapotok specidlis
alakuaak.

Lehetséges dllapotok halmaza: D = Dy X- - -x D, ahol D; az 1. valtozé
lehetséges értékei, azaz a feladat dllapotai az n db valtoz6 lehetséges
értékkombindcidi.

Céldllapotok: a megengedett dllapotok, amelyek definicidja a kovet-
kez6: adottak C', ..., C,, korldtozdsok, C; C D. A megengedett vagy
konzisztens éllapotok halmaza a C1 M. ..NC,, (ezek minden korl4tozast
kielégitenek).

Ugyanakkor, akar az optimalizdlasi problémdknal, az ut a megoldasig
Iényegtelen, és gyakran célfiiggvény is értelmezve van az dllapotok fe-
lett, amely esetben egy optimadlis célallapot megtaldlasa a cél.

Gyakran egy C; korldtozds egy vdltozora vagy valtozéparra fejez ki
megszoritast.

Pl. grafszinezési probléma: adott G(V, E) graf, n = |V|. A viltozdk a
graf pontjai, n valtozo6 van. Az ¢ pont lehetséges szineinek halmaza D,
és Dy = ... = D,. Minden e € E élhez rendeliink egy C. korlatozast,
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amely azokat a szinezéseket tartalmazza (engedi meg), amelyekben az
e €1 két végpontja kiilonbozd szin.

Kényszergrdfok: a grafszinezésnél a korlatozdsok valtozéparokon mii-
kodtek, igy a véltozok felett grafot definidlnak: ez a kényszergraf. Be-
lathato, hogy barmely ketténél tobb valtozot érintd korlatozas kifejezhe-
t6 valtozéparokon értelmezett korlatozasként, ha megengedjiik segéd-
valtozok bevezetését. Kényszergraf tehat minden feladathoz adhatd, és
a keresés komplexitdsanak a vizsgélatakor ez hasznos, mert a graf tulaj-
donsédgainak a fiiggvényében adhaté meg a komplexitds (nem targyaljuk

részletesen).

6.1. Inkrementalis kereso6 algoritmusok

Az elsd lehetséges megkozelités, ha allapottérbeli keresési probléma-
ként formalizaljuk a korlatozas kielégitési problémat. Ekkor az allapot-
tér a kovetkezo:

* Minden véltozéhoz felvesziink egy 1j ,,ismeretlen” értéket (jelolje
,»77), és legyen a kezdeti dllapot a (7,...,7).

* Az 4allapotatmenet fiiggvény rendelje hozza minden allapothoz
azon allapotokat, amelyekben eggyel kevesebb ,,?” van, €s ame-
lyek megengedettek.

* A koltség minden allapotatmenetre legyen konstans.

Az allapotatmeneteket lehet sokkal hatékonyabban definidlni: minden
allapotban elegendd pontosan egy valtozoé (,,7”) Kkiterjesztését megen-
gedni, ez sokkal kisebb fat eredményez. A valasztott valtoz6tdl fiigghet
a hatékonysag.

A keresé€s végrehajtdsara a kordbban latott 6sszes informalatlan algo-
ritmus alkalmazhat6. A mélységi itt elég jo, mert a keres6fa mélysége
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(a véltozok szdma) kicsi és nem fogyaszt memoridt (backtrack algorit-
mus).

Viszont informalatlan keresésnél sokkal jobb lehet az informalt. Mit
tehetiink? Probéljuk a nehezen kielégithetd valtozokkal kezdeni. A
lehetséges operatorok prioritdsi sorrendjét hatdrozzuk meg pl. igy:

1. Vilasszuk azt a valtozot, amelyikhez a legkevesebb megengedett
érték maradt.

2. Ha ez nem egyértelm(, akkor azt, amelyre a legtobb korldtozas
vonatkozik.

3. A vidlasztott valtozé megengedett értékeibdl kezdjiik azzal, ame-
lyik a legkevésbé korlatozza a kovetkezd 1épések lehetséges sza-
mat.

Ez jelent8s javulast eredményez. Szamos mads technika is van, amire
nem tériink ki.

6.2. Optimalizal6 algoritmusok, lokalis kere-
sok

Egy masik lehetséges megkozelités optimalizaldsi problémat definidlni.
Ekkor

* A célfiiggvényt definidljuk pl. dgy, hogy legyen a megsértett kor-
latozasok szama. (minimalizalni kell, minimuma a nulla). Ha
eleve tartozott célfiiggvény a feladathoz, akkor ossze kell kombi-
ndlni vele (a korlatozasok biintet6 tagokat jelentenek).

* Az operétorokat definidlhatjuk sokféleképpen, pl. valamely vél-
tozo értékének a megvaltoztatasaként.
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Itt pedig az Osszes kordbban latott lokélis keresd, genetikus algoritmus,
stb. alkalmazhat6. Pl. a 8-kirdlynd példank is ilyen volt.

6.3. Zar6 megjegyzések

A lokdlis keres6k sokszor nagyon gyorsak és sikeresek de nem mindig
taldlnak megoldast (vagy optimadlis megoldast).

Az allapottér reprezentidcioban dolgozé inkrementélis médszerek dltala-
ban teljesek (vagy optimélisak), de nem skédldzédnak nagy problémakra.

A keresési és optimalizdldsi probléma az egész MI keretét adja, ennek
specialis alkalmazasai jonnek leginkabb.
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7. fejezet

Jatékok

A hagyomdnyos MI egyik f6 érdekl6dési teriilete. ElsGsorban sakk mo-
tivalta (1769, Mechanical Turk (Kempelen Farkas)); 1950-t6]1 majdnem
minden kutaté (Shannon, Weiner, Turing, stb.)).

A go jaték sokdig nem érte el az emberi szintet (formdlisan hasonld, va-
16jdban nagyon kiilonbozik a sakktdl), de 2016-ban AlphaGo! De még
mindig érdekes teriilet, pl. véletlen szerepe vagy tobb mint két jatékos,
stb.

7.1. Kétszemélyes, 1épésvaltasos, determinisz-
tikus, zéro osszegii jaték

Jatékelméletbe nem megyiink bele, csak ezt a specidlis feladatot nézziik.

* lehetséges dllapotok halmaza (leglis jatékallasok)
* egy kezddallapot

* lehetséges cselekvések halmaza €s egy allapotdtmenet fiiggvény,
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amely minden allapothoz hozzarendel egy (cselekvés,éllapot) ti-
pust rendezett parokbdl 4ll6 halmazt

 célallapotok (vagy végdllapotok) halmaza (lehetséges allapotok
részhalmaza)

* hasznossigfiiggvény, amely minden lehetséges célallapothoz
hasznossédgot rendel.

Eddig hasonl¢ az éllapottérben valo kereséshez €s a korldtozas kielégi-
tési feladatra is emlékeztet, amennyiben itt is azon céldllapotokat keres-
siik, amelyek optimdlis hasznossdguak, és az it nem része a megoldas-
nak.

De: itt két dgens van, felvdltva lépnek (azaz alkalmaznak operdtort), és
a hasznossdgfiiggvényt az egyik maximalizalni akarja (MAX jatékos),
a masik minimalizdlni (MIN jatékos). Konvencié szerint MAX kezd.

Az elsd céléllapot elérésekor a jatéknak definicid szerint vége.

Zéro osszegii jaték: Modellinkben MIN minimalizédlja a hasznossa-
got, ami ugyanaz, mint maximalizdlni a negativ hasznossdgot. Tehat
egy ekvivalens problémadefinici6 lenne a negamax formalizmus, ami-
kor mindkét jatékos maximalizélja a sajat hasznossagfiiggvényét, de az
egyik hasznossagfiiggvény éppen a masik —1-szerese. A negamax for-
malizmusban tehat a két jatékos nyereségének az dsszege a végallapot-

2799

ban mindig nulla, innen a ,,z€r6 0sszegli” elnevezés.

A fenti struktira neve jdatékgrdf (dltaldban nem fa).

7.1.1. Pl. 3x3-as amoba (tic-tac-toe)

Kezddallapot az iires tdbla, MAX jatékos az X jelet haszndlja. Célalla-
potok, amikor hdrom azonos jel van egy sorban, oszlopban vagy 4tlo-
ban, vagy tele van a tdbla. (Tehat barmely legdlis dllapotban csak egy-
féle jelbdl lehet maximum egy teljes sor, oszlop, vagy atlé!) A hasznos-
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sagi fliggvény értéke 1, ha X jelekbdl jon ki a célallapot, -1, ha korbdl,
0, ha egyikbdl sem.

Az illusztrici6 a jatékgraf els6 harom szintjét mutatja (ami még fa).

255168 lehetséges jaték, 138 lehetséges kimenetel (céldllapot).

X X

X

st

H

1
|

VoA, 115,
TN I

/

.’, -'I I| *, ,’, -------- 4 .'I ................................

7.1.2. Minimax algoritmus

Tegyiik fel, hogy mindkét jatékos a teljes jatékgrafot ismeri, tetszélege-
sen komplex szadmitdsokat tud elvégezni, és nem hibdzik (nagyon erds
feltevések). Ezt szokds a tokéletes racionalitds hipotézisének nevezni.

Egy stratégia minden éllapotra meghatdrozza, hogy melyik 1é€pést kell
védlasztani. Beldthat6, hogy mindkét jatékos szdmadra a lehetd legjobb
stratégidt a minimax algoritmus alapjan lehet megvaldsitani tokéletes
racionalités esetén.

A minimax algoritmus a kovetkez6 értékeket szdmolja ki minden n
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csucsra:

hasznossag(n) ha végallapot
minimax(n) = § Maxy, , s;omszédjay Minimax(a) ha MAX jon
ming, ,, szomszédjay Minimax(a) ha MIN jon

maxErték (n)
if végallapot (n) return hasznossag(n)
max = —-végtelen

max = max (max, minErték (a))

1
2
3 for a in n szomszédai
4
5 return max

minErték (n)

1 if végallapot (n) return hasznosséag(n)
2 min = +végtelen

3 for a in n szomszédai

4 min = min (min, maxErték (a))

5 return min

7 2

Osszes érték kiszamitdsa maxErték(kezdGallapot) hivasaval.

Ha a jatékgrafban van kor, akkor nem termindl (fakeresés), de a gyakor-
latban ez nem probléma: csak fix mélységig futtatjuk (1. késébb), ill.
a jatékszabdlyok gyakran kizarjak a koroket a végtelenségig folytatddo

jatszmak megeldzésére.

Vildgos, hogy a minimax érték az optimdlis hasznossdg, amit az adott
allapotbdl egy jatékos elérhet, ha az ellenfél tokéletesen raciondlis.

Az ébra illusztrdlja a minimax értékeket egy konkrét példan.
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MAX

MIN

Futtatds: a jatékos tehat eloszor kiszadmitja a minimax értékeket a teljes
jatékfara, majd mindig a szdmadra legjobb minimax értékili szomszédot
1épi (ez hatdrozza meg a stratégiat).

Ez csak elméleti jelent6ségii, a minimax algoritmus nem skalazédik.
Sakkban pl. 10'* csiics a jatékfaban, 100 kiilonboz6. A vildgegye-
tem atomjainak szdma: kb. 10%°. Hogyan lehet minimaxot hatékonyan
szamolni? Es/vagy kozelitSleg? (Egyaltalin minimaxot kell mindig
szamolni?)

7.1.3. Alfa-béta vagas

Otlet: ha tudjuk, hogy pl. MAX egy adott cstics rekurziv kiértékelése
kozben mar talalt olyan stratégidt, amellyel ki tud kényszeriteni pl. 10
értékd hasznossigot az adott csicsban, akkor a cstics tovdbbi kiértéke-
1ése kozben nem kell vizsgdlni olyan dllapotokat, amelyekben MIN ki
tud kényszeriteni < 10 hasznossagot, hiszen tudjuk, hogy MAX sosem
fogja ide engedni a jatékot (hiszen mar van jobb stratégidja).

Pl. a fenti példdban lassuk be, hogy ha balrdl jobbra jarjuk be a gyere-
keket, akkor a C cstcs els6 gyereke utdn a tobbit nem kell mér bejarni,
vissza lehet 1épni!

Algoritmus: az n paraméter mellé az alfa és béta 1) paramétereket is
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atadjuk minErték-nek és maxErték-nek. Az alfa és béta paraméterek
jelentése fiiggvényhivaskor:

Alfa: MAX-nak mdr felfedeztiink egy olyan stratégiat, amely alfa hasz-
nossagot biztosit egy olyan dllapotbdl indulva, ami a keres6fdban az n
allapotbdl a gyokér felé vezetd tton van.

Béta: MIN-nek mér felfedeztiink egy olyan stratégiat, amely béta hasz-
nossagot biztosit egy olyan dllapotbdl indulva, ami a keres6fdban az n

7 2

allapotbdl a gyokér felé vezetd tton van.

Majdnem azonos a minimax-szal, csak propagéljuk alfat és bétat, és
vagunk.

A teljes kereséfa kiszdmitdsa a maxErték(kezdGallapot, -végtelen,
+végtelen) hivassal.

(Megj: a konyv dbrdja nem az alfa-béta ért€keket illusztréaljal)

maxErték (n, alfa, béta)

1 if végdllapot (n) return hasznossag(n)

2 max = —-végtelen

3 for a in n szomszédai

4 max = max (max, minErték(a, alfa, béta))
5 if max>=béta return max // vagés

6 alfa = max (max, alfa)

7 return max

minErték (n, alfa, béta)

1 if végallapot (n) return hasznossag(n)

2 min = +végtelen

3 for a in n szomszédai

4 min = min(min, maxErték(a, alfa, béta))
5 if alfa>=min return min // vagas

6 béta = min(min, béta)

7 return min
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Alfa-béta néhany tulajdonsaga

A szomszédok bejarasi sorrendje nagyon fontos. Ha mindig a legjobb
1épést vessziik (optimdlis eset), akkor O(b™) helyett O(b™/?) lesz az
1ddigény: tehat kétszer olyan mély fat jarunk be ugyanazon id6 alatt.
(elhissziik, bizonyitds nem kell).

Véletlen bejardssal O(b>™/*) lesz a komplexitas (ezt is elhissziik, bizo-
nyitds nem kell).

A gyakorlatban hasznalhatunk rendezési heurisztikdkat, amik sokszor
kozel keriilnek az optimalis esethez.

Grdf keresés: jatékgrafban is sok lehet az ismétl6do dllapot. Eddig a fa-
keresés analdgidjara nem taroltuk a mar latott dllapotokat. Ha taroljuk
(mint a zart halmazban) akkor az alfa-béta algoritmus is jelent6sen fel-
gyorsul, ill. nem ragad végtelen ciklusba. Itt a hagyomanyos elnevezése
a zart halmaznak transzpozicios tdabla.

7.1.4. Praktikus, valds idejii algoritmusok

Nem tudunk a végallapotokig leérni: heurisztikus kiértékeld fiiggvények
kellenek, amik barmely allapot minGségét jellemzik, és az alfa-béta al-
goritmus kordbban kell, hogy visszalépjen, pl. fix mélységbdl, vagy
még okosabban.

Heurisztikus értékelés

A heurisztika teriiletspecifikus tuddst ad (mint kordbban az A* algo-
ritmusndl) az egyébként teriiletfiiggetlen keres6 algoritmushoz. A he-
urisztikus kiértékelésre teljesiilnie kell, hogy (1) a végallapotokra a
pontos hasznossagértéket adja, (2) gyorsan kiszdmolhatd, és (3) nem-
végallapotokra a minimax értéket jol becsld érték (ami lehet folytonos,
pl. ha a minimax érték -1, O vagy 1 lehet (veszit, dontetlen, gy6z), a
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heurisztika a [—1, 1] intervallumbdl ad értéket).

Hogyan tervezhetiink ilyet?

Linedris jellemz6kombindciok: kiértékelés(s) = > . w; f;(s), ahol f;(s)
valamilyen jellemzdje (feature) s allapotnak, w; sillyal. PIl. sakkban
jellemz6 a bibufajtdk szdma, a sulyokat pedig néha kézikonyvek is tar-
gyaljak, pl. gyalog sulya 1, fut6é 3, stb. Rengeteg jellemz6t lehet defi-
nidlni, barmilyen mintdzat, kombindaciok, stb., gyakran tobb ezer van.

Nemlinedris kombindciok: az egyes jellemzOk hatdsa erésitheti vagy
kiolthatja egymast (nem csak 0sszeadddhat).

Tanulas! Pl. a jellemzdk w sulyvektordnak megtanuldsa. Kés6bb majd
latjuk: a tanulds is egyfajta keresés (ill. optimalizdlds). Rengeteg lehe-
t6ség, pl. evolucids algoritmusokkal az egyedek a w vektor lehetséges
értékei, fitnessz a nyerési esély nagysiga (ezt lehet kozeliteni pl. egy-
mds elleni jatszmdakkal a populdcion beliil). Mivel val6s a célfiiggvény,
a differencidl evoluci6 nem rossz otlet.

Az AlphaGo go agens els6 verzidjdban szintén szerepelt értékeldfiigg-
vény, amelyet mesterséges neuronhdl6 szamolt ki a nyers tdbladllasbdl.
A tanitdsat emberi jatszmék adatbazisan végezték.

(A megerdsitéses tanulds (reinforcement learning) algoritmusaval egy
jatékos akar onmaga ellen jatszva is tanulhat.)

Keresés levagasa

Hogyan hasznéljuk ki a heurisztikus értékelést? Tobb lehetdség.

Fix mélység: az aktualis jatékallasbol pl. 5 mélységig épitjiik fel a ke-
resOfat alfa-bétdval, ami sordn az 5 mélységii allapotokat értékeljiik ki
heurisztikusan. Az implementécié egyszerd: u.az, csak a mélységet is
kovetni kell, és végallapotok mellett az 5 mélységre is teszteliink a re-
kurzi6 elbtt.
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Iterdltan mélyiild keresés: alfa-béta iterdltan novekvd mélységig. Ez
analdg a kordbbi iterdltan mélyiild kereséssel (az alfa-béta pedig a mély-
ségi kereséssel). Ennek a legnagyobb el6nye, hogy rugalmas: méar na-
gyon gyorsan van tippiink kovetkezd 1épésre, €s ha van id6, akkor egyre
javul. Val6s id6ben hasznalhat6 tehat.

Horizont effektus: fix keresési mélységnél lehet, hogy egy fontos ko-
vetkezmény (pl. iités) nem lesz figyelembe véve, mert picit lejjebb van.
Technikdk okosabb védgasra: (1) Egyensiilyi keresés (quiescence): ha
egy allapot ,,mozgalmas” (heurisztika dont, hogy ez mikor van, de pl.
ha az dton a heurisztikus értékelés nagyon valtozik (pl. sok iités)), akkor
lejjebb megyiink addig, amig ,,megnyugszik™ az adott Iépésvariicio, az-
az vérhat6, hogy ha még lejjebb mennénk, akkor viszonylag sokdig sta-
bil lenne. (2) Szinguldris kiterjesztés: az olyan allapotokbol, ahol van
,,vildgosan legjobb” (ezt is heurisztika donti el) 1épés, ott nem dllunk
meg a maximalis mélységben, viszont csak a legjobb 1épést terjesztjiik
ki. Igy érdekesebb varidcidkat elég mélyen meg lehet nézni, mert az
eldgazasi faktor 1 ezekben.

7.1.5. Helyzetkép

Megoldott jaték: ha tudjuk, hogy mi az optimélis stratégia kimenete-
le (mit hoz az optimadlis jaték a jatékosoknak) a kezd6éllasbdl indulva
(vagy esetleg tetszdleges allasbol indulva is). Pontosabban: Ultra gyen-
gén megoldott, ha a kezd6allas minimax értéke ismert (de ilyenkor nem
feltétleniil 1étezik jatszhat6 algoritmus, gyakran csak nem-konstruktiv
modszerrel bizonyitott). Gyengén megoldott, ha ultra-gyengén megol-
dott, és a kezd6allasbol kiindulva 1étezik praktikus algoritmus, ami az
optimélis stratégidt jatssza valds (,.értelmes”) id6ben. Erdsen megol-
dott, ha adunk egy algoritmust, ami a minimax értéket kiszdmolja valds
(,,értelmes”) id6ben tetszdleges lehetséges jatékallashoz.

Megoldott jdtékok: Awari, er6sen megoldva, 2002, Free University
of Amsterdam, optimalis jaték dontetlen. Ddma, gyengén megoldva,
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2007, J. Schaeffer et al; a keresési tér 5 x 10%°, 18 év kellett hozz4; leg-
nagyobb megoldott jaték, optimdlis jaték dontetlen. Ezen kiviil szdmos
kisebb jaték.

Sakk: 1996 Deep Blue-Kaszparov els6 jatszma: Deep Blue gy6z. Azéta
mdr PC-s nagymesteri szintli programok vannak. A végjaték max. 7 ba-
bira megoldott. Jelenleg legjobb: Stockfish 9. Erejét 3452 ElS-pontra
becsiilik! Minden platformon elérhetd, pl. telefonra is. Emberrel mar
csak gyalogeldnyt adva van értelme jatszania.

Go: 2016-ban AlphaGo legy6zi Lee Sedolt, 2017-ben Ke Jie-t. Sokkal
nagyobb tér, brute force nem miikodik (sakkndl azért igen...). Fontos
a mintafelismerés és a stratégidk. AlphaGo: Monte Carlo fakeresés
kombinalva mély neuronhdl6s tanuldssal.

7.2. Véletlent tartalmazé jatékok

Sok jatékban van véletlen, pl. kockadobds. Olyan eseteket néziink, ahol
az dllapot tovédbbra is teljesen ismert, de a véletlentdl is fligg.

Egészitsiik ki a jatékfat a véletlen eseményt leiré csticsokkal
(CHANCE) (mintha a véletlen lenne a harmadik jatékos). Az édbra az
ostédbla jatékot szemlélteti, ahol két kockaval dobunk, és az Osszeg sza-
mit (21 kiilénb6z6 kimenetel).
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MAX A\

CHANCE (O O Q - O @),
1/38 118 1/18 1/36
11 1,2 8,5 8,6
MIN Y Vi Wi WV
CHANCE © O ... QO O
1/36 1/18 1/18 1/36
1.1 1,2 6,5 B.6
MAX A\ AN A
TERMINAL 2 11 -1 1

A minimax algoritmust nem tudjuk direktben alkalmazni, mert a
CHANCE ,,jatékos”-ra nem érvényes, hogy optimalizdlna, csak vélet-
leniil valaszt fiiggetleniil a kovetkezményekt6l. Mddositds: varhato-
minimax (rovidités: vmm), ami a minimax varhato értéket adja meg.

hasznossag(n) ha végéllapot
mm(n) maxy, ,, szomszédja) vmm(a) ha MAX jon
Y " ming, , szomszédjay VOM(a) ha MIN jon

> {a n szomszédjay I(a)vmm(a) ha CHANCE cstcs

Alfa-béta is implementalhatd, a MIN és MAX csucsokon véltozatlan
formdban, s6t, a CHANCE csudcsokat is lehet vagni, ha a varhat6 ér-
téket tudjuk korlatozni a lehetséges kimenetelek egy részhalmazéanak
a vizsgdlata utdn. Ez pedig csak akkor lehetséges, ha a hasznossag()
fliggvény korlatos.

47



7.3. Ha nem teljes az informacio

Van, hogy a jaték éllapota nem ismert teljesen, pl. kdrtyajatékok. Ez
mindig egy véletlen esemény (pl. osztds) eredménye. Nem célravezetd
azonban egyszerlien varhat6 értéket venni, mert nem mindegy, hogy
,most még nem tudom mi lesz, de kés6bb majd meglatom” ill. ,,nem
tudom mi lesz, és késébb se fogom pontosan megtudni”. Pl. a kockdzat
mashogy jelentkezik (nagyobb az ismeretlen allapotok esetében).

Itt lehet pl. az 4llapotokra vonatkozd ,hiedelmek” terében keresni, stb.
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8. fejezet

Logikai tudasreprezentacio

Eddigi példak tudésra: dllapotok halmaza, lehetséges operatorok, ezek
koltségei, heurisztikak.

Mivel eddig feltettiik (kivéve kartyajaték), hogy a vilag (Iehetséges alla-
potok, és dllapotatmenetek) teljesen megfigyelhetd, a tudas reprezentd-
cioja és kiilondsen a kovetkeztetés nem kapott szerepet. A tanuldst mar
érintettiik a jatékok heurisztikdival kapcsolatban pl.

De: mér eddig is hasznéltunk nyelvi jellegii reprezentaciot az allapotok
€s szabdlyok leirdsanal (pl. sakk, stb.).

A valé vilag éllapotai sokkal komplexebbek mint egy térkép vagy egy
sakktabla, és csak részlegesen megfigyelhetdk: pl. az orvosi diagndzis
esetében az aktudlis allapotnak (pl. egy ember egészségi allapotanak)
nagyos sok lényeges jellemzgje lehet, amelyek koziil csak egy kis ré-
sziik figyelhetd meg kozvetleniil, més résziik pedig csak nagy koltséggel
vagy egyaltaldn nem. (Nem is beszélve a vildg még ismeretlen jellem-
z0irdl, pl. radidaktivitas 200 éve?) Ilyen esetben sziikség lehet kell6en
kifejezd allapotreprezentaciora, és az ismeretlen jellemzok (betegség)
kikovetkeztetésére szolgdlé modszerekre.

A logikai reprezentacié a természetes nyelvek altal inspirdlt reprezentd-
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ci6. Néhany megjegyzés:

(1) A természetes nyelvvel nem keverendd Ossze. A természetes nyelv
nem csak tudasreprezenticio, f6 célja a kommunikacio, s6t nyelvi aktu-
sok, egy kultirdba dgyazva miikodik. A természetes nyelvi mondatok
jelentése nagyon komplex, pl. a kognitiv tudomény egy {6 kérdése. A
logikdban matematikailag definialt.

(2) A logika a bizonytalansdg kérdésével nem foglalkozik 4ltalaban: va-
lamit vagy tudunk vagy nem. A fuzzy logika alkalmas folytonos igaz-
sagérték reprezenticidjara, de ez nem a tudds, hanem a jelentés bizony-
talansaga.

(3) A nyelv fogalmai vagy mas
fogalmak logikai kifejezéseibdl ra-
kédnak Ossze, vagy ,,alap” fogal-
mak amik kozvetlen érzékelésre ta-
maszkodnak (pl. szinek), vagy mas
fogalmak nem logikai jellegli kom-
bindci6i. Egy matematikai logika
az utolso tipusu fogalmakat nem ké-

—
(3]
—

‘Q
S

pes megragadni. szin

8.1. Illusztracios példa: wumpus vilag

Szamitogépes jaték a 70-es évekbdl. A feladatkornyezet egyszerisitett
definicidja:

Kornyezet: 4x4-es rics (szobdk). A kezddéllapotban az dgens az (1,1)-
en all. Pontosan egy szobdaban wumpus, pontosan egy szobdban arany,
minden szobdban 20% valdszinliséggel verem (de a jaték kezdete utdn
fix). Az (1,1)-ben se wumpus se verem. Ha verembe vagy wumpusba
botlunk, vesztettiink: game over.
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Beavatkozdsok: jobbra, balra, el6re egy szoba; nyil kil6 (egy nyil van,
vagy fal vagy wumpus allitja meg); arany felvesz.

Erzékel6k: szag (ha wumpus van a szobdban vagy a szomszédban); szel-
16 (verem van a szomszédban); arany; ,.,bump” (ha falba iitkoziink); si-
koly (wumpus elpusztult).

Kiértékelés: -1 pont: minden akcid, -10: nyil, 1000: arany.
Figyeljiik meg, hogy a hattértuddst belekevertiik a fenti leirasba.

Tények: a szenzorok dltal érzékelt informacid. Szabdlyok: a hattértu-

das (minden amit tudunk és nem kozvetlen megfigyelésbdl jon). Té-

nyek+szabalyok KOV 1 udlis dllapot legjobb leirdsa.

Az abréan egy példa jaték els6 néhany 1€pése lathat. A jelek jelentése:
A agens, B szells, OK biztonsagos, P verem, S szag, V latogatott, W
wumpus. A kovetkezd kovetkeztetések zajlanak le:

1.4 2,4 3.4 4,4 1,4 2.4 3,4 44 14 24 3.4 44
1.3 2,3 33 43 1,3 2.3 33 43 13, (28 33 43
1.2 2,2 3.2 42 1.2 2,2 32 42 12 22 32 42
P?
s

OK OK OK OK

1,1 2,1 3,1 4,1 1,1 2.1 ER T P 11 21 o [31 g, |4
v B v v
OK OK 0K 0K OK OK

1. (1,1)-ben semmit sem érzékeliink, tehat (1,2) és (2,1) OK. Me-
gyiink pl. a (2,1)-be.

2. szell6t érzékeliink, tehat (3,1) vagy (2,2) verem. Megyiink az
(1,2)-be.

3. szagot érziink, tehdt (2,2) nem verem mert akkor éreznénk szell6t.
Tehat (3,1) a verem. (2,2) nem wumpus, mert akkor (2,1)-ben is
lett volna szag, tehat (1,3) a wumpus, viszont emiatt (2,2) OK.
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Nem lehet mindig OK-ba 1épni, kockdzat van, viszont feltessziik, hogy
az érzékelés hibdtlan, és a szabdlyok alol nincs kivétel.

8.2. Logika

Alapfogalmak (informélisan), amelyek minden logikdban érvényesek
(mieldtt egyes logikak részleteibe mennénk).

Szintaxis: A nyelv jolformalt mondatait definidlja (azaz egy formdlis
nyelvet). Pl. akifejezések infix nyelvében x4y = 4 j6lformalt, zry+4 =
pedig nem, viszont utébbi pl. postfix jelolésben jolformalt.

Szemantika: A nyelv mondataihoz jelentést rendel. Klasszikus logika-
ban egy mondat jelentése mindig vagy az igaz vagy a hamis érték. A
jelentést egy adott lehetséges vildgban lehet meghatdrozni: a lehetséges
vildg a mondat szimbdélumaihoz ,,jelentést” rendel, pl. a x +y = 4
mondatban az x és y véltozokhoz szamokat, a + jelhez egy miiveletet
(pl. a szorzast), stb. A lehetséges vildg tovabbi elnevezései interpretd-
cio ill. modell (bar a modell kifejezést tobbféle, kissé eltérd értelemben
hasznaljék).

Itt a lehetséges vildg, interpreticio ill. modell elnevezéseket szinonima-
ként, az egyes mondatok igazsagatdl fiiggetleniil hasznaljuk: egy mon-
dat bizonyos lehetséges vilagokban (modellekben) igaz, méasokban ha-
mis lehet.

Logikai kovetkezmény: o = [ akkor és csak akkor ha minden mo-
dellben ahol « igaz, (8 is igaz (a-nak logikai kovetkezménye (3.) PL
r+y=4F4=ux+y,haaz = reldciét a hagyomanyos értelemben
interpretdljuk.

A modell szerepe tehat kulcsfontossagu, ezt minden logikdhoz pontosan
definidljuk majd.

Altaldban az o, aminek a kovetkezményire kivancsiak vagyunk, a fu-
ddsbadzis, amely szabdlyokat (axiémadkat) €s tapasztalati tényeket tartal-
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maz. Pl. a wumpus vildgban a szabdlyok a jatékszabdlyok, a tények
pedig lehetnek pl. ,,(1,1)-ben nem érzek semmit” és ,,(2,1)-ben szell6t
érzek”, ezek egyiitt alkotjak az o tuddsbazist. A modellek a lehetséges
wumpus vildgok (az alkotéelemek szabdlyoknak megfelel$ barmely el-
rendezése). Logikai kovetkezmény pl.: a |= (1,2)-ben nincs verem.
Viszont az nem logikai kdvetkezmény, hogy pl. (2,2)-ben van verem:
egyes modellekben lesz, mdsokban nem.

Vigydzat! A wumpus tuddsbazist nagyon informdlisan és intuitivan
targyaltuk, a jaték kielégit6 axiomatizdldsa elég bonyolultan nézne ki
(szomszédsagi relacidk, stb.). Csak az intuici6 felépitése a cél.

Logikai kovetkeztetés (vagy bizonyitds): o t; [ akkor és csak akkor ha ¢
algoritmus « inputtal inditva olyan formulahalmazt produkdl, amelyben
szerepel [3.

Vegyiik észre, hogy ez nagyon altalanos definicid, ami semmit sem
mond arrdl, hogy az algoritmus mit csindl. Azt, hogy egy algoritmusnak
van-e értelme, az donti el, hogy a helyesség és teljesség tulajdonsdgok-
kal rendelkezik-e.

* i algoritmus helyes akkor és csak akkorha a ; f = a = 8
* 4 algoritmus teljes akkor és csak akkorhaa ; f < a =

* ¢ algoritmus cdfolds teljes akkor és csak akkorha a A= F; L <

al=f

ahol a | szimbdlum a logikai ellentmondast jelenti, azaz egy olyan for-
mulat, amely egyetlen modellben sem igaz. Ez a definicié csak effek-
tive futtathat6 algoritmusokra vonatkozik, igy sziikebb mint a szokasos
matematikai bizonyitdsfogalom, de praktikusan elegendd.

Pl. ha az algoritmus minden formulat felsorol, akkor teljes lesz (és ha
egyet sem, akkor helyes). A lényeg, hogy adott logikdhoz taldljunk
olyan algoritmust ami hatékony, helyes, és teljes.
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8.3. Itéletkalkulus

8.3.1. Szintaxis

Formalis nyelv ami a jélformalt mondatokat generalja:

mondat — atom | -mondat | (mondat OP mondat)
opP — AlVI=I&
atom — I HIitéletvaltozo

itéletvaltozo — AIBICI...

Véges szamu {téletvéltozot engediink meg. A zardjeleket elhagyjuk,
precedencia: =, A, V, —, >.

Megj.: Ha csak két miiveletiink van, pl. =, A, az is elég lett volna. S&t,
a NAND miivelet onmagéban is elég. A NAND B < —(A A B).

8.3.2. Szemantika

A mondat felépitése szerint rekurzivan rendeliink igazsagértékeket a
mondathoz.

Az atomok igazsagértékét kozvetleniil a modell hatarozza meg, ami az
atomokhoz rendel I vagy H értéket (igaz vagy hamis). PI. ha 3 atom van
akkor 2% = 8 kiilonboz6 modell lehetséges.

/////

pl. =1 = H,~H = I, stb.

8.3.3. Wumpus vilag az itéletkalkulusban
Nem itéletkalkulus az idedlis, de megoldhat6 (mert kicsi a tér): Pj;:

(i,7) celldban verem van, ill. B;;: (i, j) celldban szell§ van, stb. Ezen a
nyelven kell kifejezni a szabalyokat:
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- Py, (kezdbéllapotban nincs verem)

Byy <> (P12 V Pyy) (szell§ szabdly az (1,1) cellara)

By <> (P11 V Py V Psy) (szell§ szabdly a (2,1) celldra)

¢ stb.

A tényeket is ezen a nyelven lehet kifejezni, pl. kordbbi példdban az
elsé tény amit érzékeliink az By, aztdn By, stb.

A tuddsbézist a szabalyok és a tények alkotjdk. (Altaldban a tudds egyet-
len mondatnak vehetd, mert A jellel 6sszekapcsolhatok ha tobb van.)

Mivel itéletkalkulusban vagyunk, minden celldra meg kell ismételni a
szomsz€dsagi szabdlyokat... Predikdtumlogika elegdnsabb lenne itt.

8.4. Logikai kovetkeztetés itéletkalkulusban

Néhany alapfogalom és 0sszefiiggés.

Logikai ekvivalencia: « és (B logikailag ekvivalens (o« = [3) akkor és
csak akkor ha o = 5 és 8 = a.

Tautoldgia: « tautoldgia (= «) akkor és csak akkor ha minden modell-
ben igaz.

Dedukcios tétel: o = (5 akkor és csak akkor ha = o — (.

Kielégithetoség: « kielégithetd akkor és csak akkor ha legaldbb egy
modellben igaz.

Barmely tautoldgia tagaddsa tehat kielégithetetlen. Emiatt miikodik a
reductio ad absurdum vagyis ellentmondasra vezetés: o |= [ akkor és
csak akkor ha =(a — ) = o A =3 kielégithetetlen.

Ismert, hogy az itéletkalkulus kielégithet6ségi problémdja (adott o
mondatrél dontsiik el, hogy kielégithet6-e) NP-teljes (Boolean satisfi-
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ability, SAT). A komplementer probléma: az itéletkalkulus logikai ko-
vetkezmény vizsgalatdnak a problémédja co-NP-teljes (mivel az ellent-
monddsra vezetés moddszerével egy mondat kielégithetetlenségének a
vizsgélatdra vezethet$ vissza).

8.4.1. Modellellenorzéses algoritmusok

Egy korlatozas kielégitési feladatot definidlunk formulédk kielégithetd-
ségének az ellendrzésére. Ezt arra hasznéljuk, hogy a v A —f3 formula
kielégithetdségét vizsgaljuk (reductio ad absurdum). Azaz ha taldlunk
modellt, amely kielégiti a « A —/5 formulat, akkor céfoljuk az o = [ ko-
vetkezményt. Egyébként ha el tudjuk donteni, hogy nincs ilyen modell,
akkor igazoljuk, ha pedig nem, akkor nem tudunk donteni.

Felfoghatjuk ugy is, hogy az algoritmus vagy levezeti a L (ellentmon-
das) formulat, vagy semmit sem vezet le. fgy tekinthetjuk kovetkeztets
algoritmusnak, és értelmezhetové vilik a helyesség €s a cafolds teljes-
ség tulajdonsaga.

A mondat valtozoi az atomok, lehetséges értékeik az I és H. A korlato-
zéasok definidlasdhoz alakitsuk a mondatot konjunktiv normdlformdra,
ami klozok konjunkcidja (A). Egy kl6z literdlok diszjunkcidja (V), egy
literdl pedig egy atom vagy egy negélt atom. Pl. (AV —B)A(mAVCV
D). Tetszbleges mondat konjunktiv normdlforméra hozhaté logikailag
ekvivalens 4talakitasokkal.

A korlatok az egyes kl6zok éltal vannak definidlva. Minden kl6znak
ki kell elégiilni, és egy kl6z a benne szerepld atomokra fogalmaz meg
feltételt.

Ha tehét valamely valtozéhozzarendelésre minden kl6z kielégiil, akkor
az eredeti mondat kielégithetd, ezek a célallapotok.

Lattuk kordbban, hogy grafkereséssel és optimalizaldssal is probalkoz-
hatunk egy korldtozas kielégitési feladat megoldasara, ezeket megnéz-
ziik megint.
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Megoldas inkrementalis kereséssel

A megoldés sz6 szerint megegyezik a korldtozds kielégitési feladatnal
leirtakkal (felvessziik az ismeretlen ,,?” értéket, kezdéallapotban min-
den valtoz6 ,,?”, és az operdtor egy ,,?”’-hez megengedhetd értéket ren-
del).

A végallapotok itt azok a modellek lesznek, amelyek megengedhetbek.
Erdemes a mélységi fakeresést alkalmazni (mas néven visszalépéses ke-
resés v. backtrack): fa mélysége kicsi, memoriaigény konstans. Ha talal
megoldast, akkor kielégithetd, ha lefut megoldés nélkiil akkor kielégit-
hetetlen a mondat. Mindig lefut, mert véges a fa.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy az algoritmus segitségével az itéletkal-
kulus logikai kovetkezmény problémaéjét el tudjuk donteni.

Emellett az algoritmus helyes, és cafolas teljes is.

Tudjuk, hogy a probléma NP-teljes, de lehet a hatékonysdgot novelni
altaldnos heurisztikakkal (1attuk kordbban, hogy a leginkabb korldtoz6
feltételt kell kielégiteni, stb.), és feladatspecifikus javitasokkal:

* Ha egy A viltoz6 csak negdlva vagy csak negdalatlanul szerepel,
akkor vegyiik igaznak (ill. hamisnak) keresés nélkiil.

* Nem kell minden vdltozénak értéket adni: ha A igaz, akkor (A V
B) A (AV C)isigaz B és C értékétdl fiiggetleniil

* Ha egy kl6zban csak egy literdl van, annak azonnal értéket lehet
adni. Ugyanigy, ha egy kl6zban minden literdlnak H értéket ad-
tunk, kivéve egynek, akkor ennek az egynek mindenképpen I-t
kell adni.

(DPLL és Chaff algoritmusok.)
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Megoldas optimalizalassal

Ismét a korlatozds kielégitési feladatokndl leirtaknak megfeleléen defi-
nidljuk az optimalizalési problémat (a keresési tér a modellek halmaza,
a célfiiggvény a hamis kl6zok szama amit minimalizalni akarunk).

Alkalmazhatjuk pl. az Gjrainditott sztochasztikus hegymdaszot, véletlen
kezddéllapotbol. A keresGoperdtor lehet egy véletlen kiértékelés meg-
véltoztatdsa (vagy egy hamis kl6zban szerepld kiértékelés megvaltozta-
tasa).

Fontos, hogy nem garantdlt, hogy taldlunk kiértékelést, akkor sem, ha
van. Ha taldlunk, akkor ezzel bizonyitjuk, hogy van, de ha nem taldlunk,
akkor 4ltaldban nem bizonyitjuk, hogy nincs, tehat nem tudjuk az aA—(
formula ellentmonddsossédgat levezetni.

Az algoritmus tehat helyes (mert sosem vezet le semmit!), de nem cé-
folas teljes.

8.4.2. Szintaktikai manipulacio

A modellek kozvetlen vizsgdlata helyett a formuldkat ,,gydrjuk”, de
tigyesen, hogy a logikai kovetkezmény fogalmaval konzisztens marad-
jon a tuddsbdzis. Pl. ha a és o — [ a tuddsbézisban szerepel, akkor
felvehetjiikk 3-t is: ez a modus ponens levezetési szabdly. Bar ez tisztan
a formula manipulécidja, beldthatd, hogy [ a tuddsbazis logikai kovet-
kezménye.

Van-e olyan algoritmus az itéletkalkulusban amely szintaktikai manipu-
l4acidk (vagyis levezetés) segitségével miikodik és teljes és helyes? Igen:
s6t, megadhatd levezetési szabdlyok egy véges halmaza amelyeket fel-
valtva alkalmazva levezethetd barmely logikai kovetkezmény.

(Mivel tudjuk, hogy ellentmondast tartalmazé (kielégithetetlen) tudas-
bazisbol az Osszes formula levezethets, egy ilyen algoritmussal leve-
zethetiink pl. egy L = A A —A tipusd formulat ha a formuldnk nem
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kielégithetd.)

Rezolicio

Egy cafolas teljes és helyes kovetkeztetd algoritmus, tehét arra nem al-
kalmas, hogy felsoroljuk egy tudasbazis 6sszes logikai kovetkezményét,
de arra igen, hogy adott kovetkeztetés helyességét ellendrizziik.

A rezolici6 formuldk konzisztencidjanak az eldontésére alkalmas, és az
ellentmondasra vezetés modszerét haszndlva hasznélhat6 logikai kovet-
keztetésre. Itt is az v A =3 formulat vizsgaljuk, ellentmondast szeret-
nénk levezetni.

El6szor hozzuk a formulat itt is konjunktiv normélforméra. Ezutén al-
kalmazzuk barmely teljes és helyes grafkeresd algoritmust a kdvetkezd
keresési téren:

* keresési tér: a \ —( konjunktiv normalformajaban szerepld lite-
ralokbdl all6 kl6zokbdl 4116 halmazok

2 2

* kezdddllapot: a/\—[3 konjunktiv normalforméjanak kl6zaibdl 4116
halmaz

* operdtor: arezolicios szabdly. Legyen [y V... VI ésm,V...Vm,
olyan kl6zok amelyekre az [; és az m; literdlok éppen egymads
tagaddsai (pl. I, = A,m; = —A). Ebbdl dllitsuk el6 a C' =
LV.. ViV Vo VMV Vm Vm V...V, Klozt,
majd C-bdl allitsuk el C’-t dgy, hogy minden olyan literalbol
ami kétszer szerepel csak az egyiket hagyjuk meg. Adjuk hozz4
C'-t a kl6zok halmazahoz.

* céldllapot: barmely allapot amely az iires klozt (kielégithetetlen
kl6z, egy literdl sincs benne) tartalmazza

Eldszor is a rezoliicids keresés (teljes és helyes grafkereséssel) mindig
termindl, mert a keresési tér véges (csak véges literdl van). Egy formula
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rezoliicios lezdrtjdn azoknak a kl6zoknak a halmazit értjiik, amelyek
a formulabdl levezethetSk a rezolicids szabdllyal, azaz a keresési tér
azon részhalmazat, amely a kezddallapotbdl elérhetd.

Ha a céléllapotot elérjiik, azaz ellentmonddsra jutottunk, akkor ez iga-
zolja a a = [ logikai kovetkezményt. Ez abbdl kovetkezik, hogy a
rezolicios szabdly helyes, hiszen, mivel [; és az m; egymds negaltjai,
valamelyik biztosan hamis, tehat elhagyhat6. De a fenti C' kl6z éppen
azt mondja, hogy vagy [; vagy m; elhagyhato.

Miasreszt a rezoliici6 céfolés teljes (elhissziik), tehdt ha o = 5 akkor le-
vezeti az ellentmonddst. Mivel az algoritmus mindig termindl, a cafolds
teljességet mashogyan gy fogalmazhatjuk meg, hogy ha nem értiink el
céléllapotot (azaz nem vezettiink le ellentmondast) termindldskor, akkor
a o A = formula kielégithets (tehdt o = ). (A bizonyitds alapétlete,
hogy ekkor mindig konstrudlhat6 a rezolucios lezart alapjan egy modell,
amely kielégiti o A —f3-t.)

8.4.3. Horn formulak

Lattuk, hogy a kovetkeztetés co-NP-teljes, mit lehet tenni? Megszorit-
hatjuk a formuldk halmazt.

A Horn formula egy A1 N ... N Ay, — B alaku formula, ahol az A;
és B formuldk atomok. Az A; A ... A A, formula a test, a B a fej.
Konjunktiv normélforméban ez éppen egy kl6z, amelyben pontosan egy
pozitiv literadl van (—A; V...V =A, V B).

A Horn tuddsbdzis az Horn formuldk halmaza. Specidlisan ha & = 0
akkor csak feje van a formuldnak, ezeket ugy hivjuk, hogy tények (a
tények pozitiv literdlok vagyis atomok).

Nem hozhaté minden tudasbazis Horn alakra, de azért hasznalhato rész-
halmaza a formuldknak. Linedris idejli kovetkeztetés lehetséges (a tu-
dasbazis méretében) a modus ponens szabdllyal.
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Példa: Q

Tudasbazis: P
P—qQ
LANM— P
BANL— M
ANP — L
ANB — L
A

B
A B

ES-VAGY grif. El6reldncolds: Legyen minden atom hamis kezdetben.
Ismert atomokat (A, B) igaznak veszem. Ha egy ES kapcsolat min-
den bemenete igaz, akkor a kimenetét is igaznak veszem: propagdljuk
a grafban a levezetést. Vége: ha nincs tobb levezetési lehet6ség. Linea-
risan (az élek szdmdban) megvalosithato.

Az algoritmus helyessége vildgos (modus ponens).

Teljességet itt definidljuk csak az atomok f6lott, azaz teljes legyen akkor
ha minden atomot, ami logikai kovetkezmény, levezet.

A teljesség bizonyitdsa: A futds utdn az atomok egy része igaznak, a
tobbi hamisnak van jelolve. Ez egy modellt definidl. Eldszor is, ebben
a modellben az eredeti tudasbdzis minden formuldja igaz, mert tegyiik
fel, hogy létezik hamis formula. Ennek a premisszdja (teste) tehat igaz
(ami csak ugy lehet, hogy abban minden atom igaznak van jelolve), a
konkluzidja (feje) hamis. De ez ellentmondés mert akkor az algoritmus
még nem termindlt volna. Viszont minden modellben, ahol minden ere-
deti formula igaz, ott minden logikai kovetkezménye is igaz definicid
szerint, tehdt ebben a modellben is. Tehdt nem lehet, hogy van olyan
atom ami logikai kovetkezmény is nincs igaznak jelolve.

Hdtrafelé lancolds: Az ES-VAGY grifban a levezetendd 3 atombdl in-
dulunk. Ha benne van a tudasbézisban, akkor készen vagyunk, (-t le-
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vezettiik. Kiilonben rekurzivan megkiséreljiik levezetni a premisszait,
¢és ha mindet sikeriil, akkor /-t levezettiik (modus ponens), egyébként
nem sikeres a levezetés.

Ez hatékonyabb ha sok az irrelevdns szabdly.

8.5. Elsorendii logika

Az itéletkalkulus szempontjdbdl az atomi mondatoknak nem volt szer-
kezete (fekete doboz). Az itéletkalkulust dltalanositjuk: objektumokat
tételeziink fel (domain), és ezek fiiggvényeit €s kapcsolatait irjuk le az
atomi mondatokkal.

Viltozokat is megengediink, de csak az objektumok felett.

8.5.1. Szintaxis

7 s

Egyszer(sitett nyelvtan a j6lforméalt mondatok generdldsahoz:

mondat —— atom | -mondat | (mondat OP mondat) |
| kvantor valtozé mondat

OP — AlVI=l+

kvantor — VId

atom — predikatum(term, ... ) | term=term
term — fiiggvény(term,...) | konstans | valtozo

Ezen kiviill sziikkség van a predikdtumok, fiiggvények, konstansok és
valtozok neveinek halmazdra. A valtozokat x, z,y ... kisbetlikkel, a
konstansokat A, B, C ... nagybetiikkel jeloljiik dltaldban.
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8.5.2. Szemantika

Az itéletkalkulus szemantikdja az atomokhoz direkt rendelt igazsagér-
téket. Itt az atomok igazsagértékét mar szarmaztatjuk.

Egy lehetséges vildg megaddsakor sziikségiink van egy D domainre,
ami egy halmaz, amelyben a lehetséges vildgban 1étez6 Osszes lehetsé-
ges objektum taldlhatd, és egy interpretdciora.

Egy mondathoz ugy rendeliink igazsagértéket, hogy vesziink egy D do-
maint, majd a nyelv elemeit interpretdljuk D folott, végiil az adott in-
terpretacio mellett a mondatot kiértékeljiik.

Interpretacié

Megadjuk a konstansok, predikdtumok és fiiggvények interpretdciojat
a kovetkez6képpen:

* minden konstansnévhez rendeliink egy elemet D-bdl

* minden n-véltozds fiiggvénynévhez rendeliink egy D" — D
fliggvényt

* minden n-valtozés predikdtumnévhez rendeliink egy D" —
igaz/hamis fuggvényt

Egy lehetséges vildgban tehit egy domain {616tt tobbféle interpreticid
lehetséges, ill. a domain is valtozhat.

Mivel vdltozokat is megengediink, egy mondat igazsagértékét még nem
tudjuk meghatarozni. Ehhez kell még egy vdltozohozzdrendelés, amely
a valtozokhoz is rendel értékeket D-bol. A véltozéhozzarendelés az
interpretaciot egy kiterjesztett interpretdciova egésziti ki.
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Kiértékelés

Egy term (azaz kifejezés) kiértékelésének az eredménye a D domain
egy eleme. Ha a term konstans vagy valtozo, akkor a kiterjesztett in-

terpretacio megadja. Ha a term f(¢y,...,t,) alakd, akkor kiértékeljiik
t1,...,t, termeket, és ezek értékeit behelyettesitjiik az f-hez rendelt
fliggvénybe.

Az atomi mondatok kiértékelésének az eredménye mar igazsagérték.
Hasonldan a fiiggvényekhez, egy P(ti,...,t,) alakd predikatum ki-
értékeléséhez el6szor a tq,. .., 1, termeket értékeljiik ki, majd az igy
kapott értékeket behelyettesitjilk a P-hez rendelt predikdtumba. (Az
egyenldség egy specidlis, rogzitett interpretacioji predikatum: a ,.ter-
mészetes egyenloség” minden domainen.)

A kvantort nem tartalmazd osszetett mondatok kiértékelése az itélet-
kalkulussal analég médon torténik, a logikai miiveletek igazsagtabldja
alapjan.

A Vx, ¢ formula kiértékelése ,,igaz”, ha ¢ igaz minden véltozéhozzaren-
delésben, amely az aktudlis viltoz6hozzdrendeléstdl legfeljebb az x-hez
rendelt értékben kiillonbozik. A Jx, ¢ formula kiértékelése ,,igaz”, ha ¢
igaz valamely véltoz6hozzdrendelésben, amely az aktudlis véltozéhoz-
zarendeléstdl legfeljebb az x-hez rendelt értékben kiilonbozik.

8.5.3. Néhany megjegyzés

A logikai kovetkezmény definiciéjaban szerepld ,,minden modell”-t itt
tehat ugy kell érteni, hogy ,,minden domain, minden interpretdcid, min-
den valtozohozzarendelés™, hiszen ez a hdrmas alkotja a modellt. (M4s
értelemben is haszndlatos a modell kifejezés, pl. néha csak a domaint
értik alatta, vagy csak a domaint és az interpretaciot.)

Vilagos, hogy itt a kielégithet6ség (ill. a kielégithetetlenség) probléma-
jat nem lehet direkt ellendrizni, pl. Osszes lehetséges n-véltozos predi-
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katum tdl sok lehet még kis domainen is.

Masrészt a kielégithetdség vizsgdlatandl meg kell adni az interpretacion
és a véltozohozzarendelésen kiviil még mast is, pl. egy 3z, ¢ formuldnal
azt a konkrét x értéket amelyre kielégiilt a formula.

8.5.4. Példak

Rokonsdg: a predikdtumnevek: {férfi, n6} egyvaltozds, {ndévér, szii-
16,...} kétvaltozos; fliggvénynevek: {apa, anya } egyviltozos (lehetne
kétvaltozoés predikdtum is).

A ,természetes” domain az emberek halmaza; és a természetes interp-
retacid a szokdsos jelentése a szavaknak.

A tudasbazis pl.

1. VaVy Anya(z) = y <> N&(y) A Sziil6(y, z)
2. VaVy Nagysziil§(z, y) <> 32(Sziilé(z, 2) A Szild(z,y))

3. Férfi(Péter), stb.

Természetes szdmok:

a predikdtumnevek: {/V} egyvdltozés (szandékolt jelentése: természe-
tes szam); fliggvénynevek: {S} egyvaltozds (szandékolt jelentése: ra-
kovetkez6); konstansok: {0}

A ,természetes” domain a természetes szamok halmaza; és a természe-
tes interpretacié: S(z) = x + 1, N(x) igaz minden domain elemre, és a
0 konstansnév megfelel§je a O természetes szam.

Tudasbazis (vagyis axiomék) célja itt az, hogy a modelleket ugy szorit-
suk meg, hogy N-nek csak megszdmldlhaté szamossdgu interpreticidin
teljesiilhessenek az axiomdk (azaz csak a természetes szdmokon, izo-
morfizmus erejéig). A Lovenheim-Skolem tételek miatt ez nem lehet-

65



séges elsdrendd nyelven (lesz megszamlalhatatlan szdmossagu modellje
is), masodrendiin viszont igen.

1. N(0)
2. Vz (N(z) = N(S(x)))
z) = 0# S(x))

4. VaVy (S(z) = S(y) = x =)

(
3. Vx (INV(

Ezen kiviil az indukcids axiéma (végtelen darab elsdérendl nyelven) és
a miveletek axiomai kellenek, ezeket nem targyaljuk.

8.6. Logikai kovetkeztetés elsorendi logika-
ban

Szemben az itéletkalkulussal, a logikai kovetkezmény problémdja nem
eldonthetd. Olyan algoritmus létezik, amelyik mindig azt mondja, hogy
»igen” ha az input formula logikailag kovetkezik az axiomakbol, vi-
szont olyan nem létezik, amelyik mindig azt mondja, hogy ,,nem” ha a
formula nem kovetkezik logikailag. Ez a Turing gépek megalldsi prob-
1émajaval fligg Ossze.

A teljesség definici6jahoz azonban elég ha az algoritmus azt mondja,
hogy ,,igen” ha az input formula logikailag kovetkezik az axidomakbol.
A rezoluci6 elsérendi logikai verzidja pl. cafolas teljes.

Itt csak véazlatosan targyaljuk a rezoliciot!

Otlet: az itéletkalkulusndl l4tott kovetkeztetési szabdlyt szeretnénk al-
kalmazni, de ehhez (1) meg kell szabadulni a kvantoroktdl (2) a kovet-
keztetési szabdlyndl az atomi mondatok finomszerkezetét is figyelembe
vessziik tigy, hogy megfeleld helyettesitéseket (szintén szintaktikai ope-
racio itt!) is végziink.
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8.6.1. Kvantorok

Egy ¢ formuldban z véaltoz6 egy adott el6forduldsa kotort akkor és csak
akkor ha az adott el6fordulds ¢-nek valamely Vzi), vagy dxi)p alakd
részformuldjaban szerepel a ) formuldban. Egyébként az adott el6for-
dulés szabad. Egy kotott valtozot mindig a hozza balrdl legkozelebbi ra
vonatkoz6 kvantor kot.

Az egzisztencidlis kvantorokat skolemizacidval eltiintetjiik: ha x egzisz-
tencialis kvantorral kotott, és nincs univerzalis kvantor hataskorében,
akkor 3z ¢(x) helyett ¢(C)-t vesziink fel, ahol C' egy 4j Skolem kons-
tans. Ha egy egzisztencidlis kvantorral kotott = valtozé az x4, ..., xy
univerzalis kvantorral kotott valtozok kvantorainak a hataskorében van,
akkor az F'(zy,...,x;) egy 4j Skolem fiiggvénnyel helyettesitjiik. PI.
Vady P(x,y) helyett Vo P(z, F(x)).

Ezutéan az univerzdlis kvantorokat elhagyjuk, €s 0j valtozoneveket veze-
tink be. Pl. Vo P(z) AVx R(x) helyett P(z1) A R(z3). Ezt azért lehet,
mert logikai kdvetkezmény szempontjabodl egy szabad valtozé ekviva-
lens egy univerzdlisan kotott valtozdval.

8.6.2. Felemelés (lifting)

Minden {téletkalkulusbeli kovetkeztetési szabdlyra miikodik: pl. (alta-
lanositott) modus ponens elsérendi logikdban:

Py Py (LA A DR) — ¢
helyettesit(6, q)

ahol 0 egy helyettesités, amely termeket helyettesit valtozok helyébe, és
amelyre helyettesit(6, p}) = helyettesit(d, p;) minden i-re.

Példaul

Fekete( H ), Fekete(x) — —Hattyd(x)
—Hattyi(H)

, 0 ={z/H}
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Megadhaté hatékony algoritmus amely megtaldlja a legdltaldnosabb
0 helyettesitést, azaz azt a helyettesitést, amely a legkevesebb meg-
kotést teszi a valtozokra: egyesit(p, ¢)=0, ahol p és ¢ mondatok, és
helyettesit(d, p) = helyettesit(d, q).

Fontos: p és ¢ szabad valtozéit mds szimbolumokkal kell jelolni,
kiilonben a helyettesités sikertelen lehet: pl. egyesit(Ismer(A, x),
Ismer(z, B)) =7, de egyesit(Ismer(A, ), Ismer(y, B)) = {z/B,y/A}.

A lenti algoritmus egy helyettesitést ad vissza, meghivdsa az x = p és
y = q modatokkal és a § = {} iires helyettesitéssel. Futds sordn x és y
lehet mondat, vagy term, vagy egy szimbolum, vagy egy listdja ezeknek.
Az op() fliiggvény az operator szimbolumot veszi ki az Osszetételbdl
(ami fiiggvény vagy predikatum), pl. op(F(a,b))=F.

egyesit (x,y,theta)
1 if theta == "kudarc" then return "kudarc"
2 if x==y then return theta
3 1if valtzdé(x) then return valtozdEgyesit (x,y,theta)
4 if v4dltzd(y) then return valtozdEgyesit (y, x,theta)
5 1if Osszetétel (x) and Osszetétel (y) then
return egyesit (arglLista(x),argListal(y),
egyesit (op(x),o0p(y),theta))
6 1f lista(x) and lista(y) then
return egyesit (maradék (x),maradék (y),
egyesit (elsd (x),elsd(y),theta))
7 return "kudarc"

valtozbEgyesit (x,y,theta) // x véaltozd

1 if theta része {x/A} then return egyesit (A,y,theta)
2 if theta része {y/B} then return egyesit (x,B,theta)
3 if y-ban eléfordul x valtozd then return "kudarc"

5 return (theta + {x/vy})
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8.6.3. Rezolucio

Hasonl6an az itéletkalkulushoz, itt is az o A = tipusd formuldk kielé-
githetetlenségét szeretnénk eldonteni.

Itt is a konjunktiv normélformabdl indulunk, amit a kvantoroktdl vald
megszabadulds utin az itéletkalkulussal megegyez6 médon hozhatunk
1étre.
Egyetlen kovetkeztetési szabaly, amely az {téletkalkulusban megismert
szabalybdl adddik liftinggel:

ILiV...Vig,m V...Vm,

helyettesft(e,ll V... Vi1 \/li+1 V... VI Vm V...Vmj_1Vm i \/...\/mn)
ahol egyesit(l;, ~m;) = 0, tehat helyettesit(f, [;) = helyettesit(d, -m,).

Az itéletkalkulusban a fenti 1épésen til az azonos literdlokbdl csak egyet
hagytunk meg az 4j klézban. Itt az elsérendd logikdban ezt szintén
meg kell tenni, de ehhez is egyesités kell: ha két literdl egyesithetd, az
egyiket elhagyjuk. A maradék literdlokra pedig alkalmazzuk a kapott
helyettesitést. Ez a folyamat a faktoralas (factoring).

A rezolucid (faktordldssal egyiitt) cdfolds teljes és helyes, tehat ha a
kiindulési tudasbazis ellentmondast tartalmazott, akkor erre bizonyitdst
ad és viszont. Szemben az itéletkalkulussal, itt nem terminal feltétleniil.
A bizonyitast nem vessziik.

Rezolicio hatékonysaga

A céfolas teljesség nem garancia a hatékonysagra. Heurisztikdk kelle-
nek arra, hogy kivalasszuk, hogy melyik lehetséges rezolucids 1€pést
hajtsuk végre.

Az egységpreferencia stratégidja preferdlja azokat a rezolicids 1épése-
ket, ahol literdl (mds néven egységkl6z) az egyik kloz, hiszen igy a le-
vezetett U kl6z garantéltan révidebb lesz mint a mésik felhasznalt kl16z.

A tdmogato halmaz stratégidja kezdetben rogzit egy formulahalmazt
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(tdmogat6 halmaz), és minden rezoldcids 1€pésben az egyik kldz eb-
bdl a halmazbdl szarmazik. A levezetett kl6z is bekeriil a timogatd
halmazba. Ha a timogat6é halmazbdl kimaradt formuldk egyiittesen ki-
elégithetdek (azaz konzisztens halmazrdl van sz6) akkor teljes marad a
rezolucié. Leggyakrabban a kezdeti tdimogaté halmaz a bizonyitandé
allitas negaltja (—f3), feltéve, hogy a tudasbazis («)) konzisztens.

A bemeneti rezoliicié soran minden lépésben felhaszndlunk legalabb
egy formulat az o vagy —( formula(halmaz)bdl.

Végiil, érdemes eltdavolitani az olyan formuldkat amelyek valamely, a
tuddsbdzisban szerepl6 mds formuldbdl kovetkeznek. Pl. ha P(x)-t
levezettiik, akkor P(A), vagy P(A) vV Q(B), stb, foloslegesek. Ez a
bennfoglalds modszere.

8.6.4. Elorelancolas

Definidljuk el6szor a DATALOG adatbédzis formatumot, ami a Horn
adatbdzisok elsérendd logikai analégja. Ez sem lesz teljes értékd lo-
gika, viszont a logikai kovetkezmény eldonthetd lesz benne.

Feltessziik, hogy minden formula ¢; A ... A ¢ — 1 alaku, ahol ¢;
€s 1 atomi formuldk. Tények is lehetnek, amik 6néllé atomi formuldk

(k=0).

Ezen kiviil az atomi formuldk paraméterei csak valtozok vagy konstan-
sok lehetnek (nem engediink meg fiiggvényneveket a nyelvben).

Feltessziik, hogy kvantorok sincsenek. Ez is megszoritds, mert bizo-
nyos kvantoroktél ugyan meg lehet szabadulni, de bizonyosaktdl csak
Skolem fiiggvények bevezetésével lehetne, de fiiggvényeket nem enge-
diink meg.

Otlet: hasznaljuk a modus ponens szabalyt (mint a Horn adatbézisok-
ban) és liftinget. A modus ponens alkalmazasi lehet6ségeinek a meg-
addsahoz tehat a lehetséges helyettesitéseket is vizsgélni kell.
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Tegyiik fel, hogy -t akarjuk levezetni. Az algoritmus termindl ha nincs
tobb alkalmazasi lehet6sége a modus ponensnek, vagy egy levezetett
tény helyettesitéssel $-val egy alakra hozhat6 (utébbi esetben [ logikai
kovetkezmény). Valamelyik eset mindig bekovetkezik, hiszen a leve-
zethetd tények halmaza, a helyettesitéseket is figyelembe véve, véges.

Ha fiiggvényeket is megengednénk, nem termindlna mindig, pl. N(0),

N(z) — N(S(x)) formuldkbdl N(S(0)), N(S(S(0))),. .. levezethetd,
a kovetkezmények halmaza nem véges.

Mintaillesztés

Altalaban annak az eldontése, hogy a modus ponens alkalmazhaté-e
(1étezik-e megfeleld helyettesités) NP-nehéz. Pl. nem kdnnyebb mint a
grafszinezési probléma:

Tuddasbazis (grafszinezéshez):

D(xz,y) predikdtum: z és y szi-

ne kiilonbozik. egyetlen sza- @

baly: D(wa,nt) A D(wa, sa) A e
... — szinezhet§() (a kényszer- @

grafnak megfelel6en).

Tények: D(piros,kék), @‘@
D(piros,fehér), stb.

A grafszinezési problémat a o
modus ponens alkalmazhatdsa- @

gdnak az eldontésére vezettiik
vissza.

A gyakorlatban nem mindig nehéz a probléma.

A korlatozas kielégitési feladat megoldasanal latott heurisztikdk segite-
nek (pl. el6szor azt az atomi formulat helyettesitjiik, ami a legnehezeb-
ben kielégithetd, stb.)
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8.6.5. Hatrafelé lancolas

Hasonldan az itéletkalkulushoz, az irrelevans informaciok levezetését
elkeriilhetjiik a visszafelé lancolassal.

Az algoritmus ugyanaz a rekurziv mélységi keresés mint az itéletkalku-
lusban, csak a helyettesitéseket kell megfelel6en kezelni. Az algoritmus
visszatérési értéke azon helyettesitések halmaza, amelyekre a bizonyi-
tand¢6 formula (3) teljesiil.

A bizonyitand6 formula mindig egy atomi mondat, és az adatbazis to-
véabbra is DATALOG formatumu. A kovetkez6t tessziik (csak az otlet
véazlata!): megkeressiik az 6sszes formuldt aminek a feje illeszkedik (-
ra (azaz egyesithetd vele), és minden ilyen formuldnak a premisszdira
rekurzivan meghivjuk a visszafelé ldncoldst, de gy, hogy minden pre-
missza meghivasakor tovabbitjuk azt a helyettesitést is, ami a fej és
egyesitésbdl adddott, és amiben a mar bejart premisszak illesztése so-
ran kapott helyettesitések is benne vannak. Ha minden premissza kész,
akkor visszaadjuk a kézben kapott helyettesitések tinidjat.

Ha g tényre illeszkedik (nincs premissza), akkor visszaadjuk azt a he-
lyettesitést ami az illeszkedést biztositotta.

Gyakorlatilag egy mélységi keresésrdl van sz6 itt is.

Logikai programozas

A hatrafelé lancolas Otletének szofisztikaltabb megvalGsitdsa.

algoritmus = logika + irdnyitds. A ,,programozas” deklarativ, azaz a
tudasbazist kell kédolni, az irdnyitdsi komponens (vagyis kovetkeztetd
algoritmus) problémafiiggetlen, rogzitett.

Pl. Prolog: az adatbdzis lényegében DATALOG tipusu, itt is hatrafelé
lancolds mélységi kereséssel, ahol a rekurzié mindig a premisszak fel-
sorolasi sorrendjében torténik, ill. a szabalyok felsoroldsi sorrendje is
szamit.
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Néhany kompromisszum a deklarativ és procedurélis megkdozelitésnek,
pl. input/output miveletek, ill. szintaktikai timogatds az aritmetikara és
a listak kezelésére, stb.

A mélységi keresésbodl addédhatnak problémadk, pl. vegyiik a kdvetkezd
adatbazist:

1. él(x,y) — ut(x,y)

2. 1t(x,z) A él(z,y) — 1t(x,y)

Es vegyiik az é1(A,B) és é1(B,C) tényekkel adott grafot. PI. az tut(A,C)
lekérdezésre a Prolog helyesen fog miikddni, azonban ha a szabalyok
sorrendjét felcseréljiik, akkor végtelen ciklusba esik, mert a rekurzid
el6szor a 2. szabdly alapjdn indul el, ami a mindig djabb ut predikétu-
mokat hoz be.

Tehat a prolog még DATALOG tipust adatbdzison sem teljes. Az eld-
relancolas, mint lattuk, viszont az.

8.6.6. Automatikus tételbizonyitas

A tételbizonyitéknak van tobb alkalmazdsa is, nem csak matematikai té-
telek bizonyitdsa. Pl. hardver és szoftver helyességének az ellendrzése.
Sok gyakorlati alkalmazas.

A logikai programozashoz sok koze van, de nincs megszoritas a formu-
lak alakjara (a teljes elsérendd logikat akarjuk kezelni), és a kontroll
sokkal jobban el van kiilonitve mint a prolognal (ott szamitott pl. a
formulak kilistdzasdnak a sorrendje, stb.).

Az éltalanos megkozelités miatt itt a hatékonysag a f6 gond.

Legsikeresebb jelenleg a Vampire nevi tételbizonyito.
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9. fejezet

Bizonytalansag

Eddig a logika igaz/hamis vildgat és logikai kovetkeztetéseket néztiink.
De ezzel problémak vannak: (1) ha nem teljes a tudds (tények vagy sza-
balyok), akkor nem mindig tudunk logikai levezetéseket gyartani fontos
kérdésekhez, dontésképtelenek lesziink, és (2) ha heurisztikus szabalyo-
kat vezetiink be, akkor a tapasztalat inkonzisztens lehet az elmélettel,
tehat a logikai levezetés megint csak nem miikodik, itt is dontésképte-
lenség és rugalmatlansag lehet az eredmény.

Tehat a hidnyos, részleges tudas kezelésére a logika nem optimalis.

Példa: orvosi diagnézis: fogfdjds és lukas fog (roviden: luk). A fenti
két probléma:

* nem teljes tudds: a teljes tudas logikai alakja ilyesmi:
V p (Tiinet(p,fogfdjas) — Betegség(p,luk) VV Beteség(p,gyulladas)
V ...), tehdt nem tudunk donteni ha csak a fogféjas ténye ismert.

* egyszeriisités: mondhatnank, hogy akkor haszndljuk a V p (Ti-
net(p,fogfajas) — Betegség(p,luk)) szabdlyt. Ez sokszor miikddni
fog, de néha nem, €s a hasonl6 szabédlyok miatt el6bb utébb a tu-
désbazis tele lesz ellentmonddssal. (nem monoton logikdk kezelik
ezt, de ezzel nem foglalkozunk).
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9.1. Valészintiség

A tudas tokéletlenségének (azaz ismeretlen tényeknek és szabalyoknak)
véletlen hatasként val6 kezelése, pl. ,.fogfajas—luk” 80%-ban igaz.

(Tokéletes tudasnal elég a logika? ,,God does not play dice” (Einstein))

A gyakorlatban a tudds mindig tokéletlen, mert (1) lustdk vagyunk
Osszegytjteni a szabdlyokat (szakért6i tudds) vagy a tényeket (tesztek
elvégzése), vagy (2) a tudomény eleve nem elég fejlett.

Ismeretelméleti statusz: a valdsziniiség a hit fokdt jelenti (bayesi felfo-
gésban legalabb is), nem az igazsdg fokdtr. Tehat feltessziik, hogy az
allitas az aktuélis vildgban igaz vagy hamis, csak ezt nem tudjuk pon-
tosan. (A fuzzy logika pl. ezzel szemben az igazsag fokat nézi, ahol
egy allitds az aktudlis vildgban folytonos igazsdgértékd, pl. ,,ez a haz
nagy’.)

Egy éllitas/esemény valdszinlisége véltozik annak fiiggvényében, hogy
mit tapasztalunk. Pl. ha hizunk egy kartyalapot, mds a valészintisége
annak, hogy pikk 4sz miel6tt és miutdn megnéztiik... Beszélni fogunk
tehat el6zetes (a priori) és utélagos (a posteriori) valdszintiségrol.

9.1.1. Racionalis agens

A feladat az, hogy megfigyelésekbdl (t€nyekbdl) és valdszintiségi jelle-
gli a priori tuddsbdl szdmoljuk ki az 4gens szdmara fontos események
valészintiségét. Egy cselekvés kimenetelének az értéke lehet pl. a le-
hetséges kimenetelek értékeinek a valdszinliségekkel sulyozott dtlaga
(azaz a varhato érték).
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9.1.2. Véletlen valtozok

Nagyon praktikusan és egyszerten targyaljuk, nem az altalanos mérték-
elméleti megkozelitésben. Egy véletlen valtozonak van neve €s lehetsé-
ges értékei azaz domainje.

Legyen A egy véletlen valtozd, D 4 domainnel. A D 4 tipusanak fiiggvé-
nyében képezhetiink elemi kijelentéseket, amelyek az A értékének egy
korlatozasat fejezik ki (pl. A = d, ahol d € D,). A kovetkezd tipusok
vannak domain alapjan:

* logikai: ekkor a domain {igaz, hamis}. Pl. Fogf4j4s (a név mindig
nagybetiivel irva). Ekkor a ,,Fogfdjas=igaz” egy elemi kijelentés.
Roviden a ,,Fogfédjds=igaz” helyett azt irjuk, hogy ,,fogfajas” (kis-
betiivel). Pl. ,fogfajas A —luk™ azt roviditi, hogy ,,Fogdjas=igaz
A Luk=hamis”.

e diszkrét: megszamldlhat6 domain. PI. Id6, ahol a domain pl.
{nap, esd, felhd, h6}. Roviden az ,,Id6=nap” elemi kijelentés
helyett azt irjuk, hogy ,,nap”.

* folytonos: pl. X véletlen valtozé, D C R. Pl. X < 3.2 egy elemi
kijelentés.

Komplex kijelentéseket képezhetiink mas kijelentésekbdl a szokdsos lo-
gikai operdtorokkal (A, V,—,...).

Az elemi esemény (a lehetséges vildgok analdgja) minden véletlen val-
tozohoz értéket rendel: haaz A4, ..., A, véletlen valtozokat definialtuk
aDy,..., D, domainekkel, akkor az elemi események (lehetséges vila-
gok) halmaza a D; x --- x D, halmaz. Egy lehetséges vildgban (azaz
elemi eseményben) tehdt az A; véletlen véltozé a hozza tartozé D;-bdl
pontosan egy értéket vesz fel.

Pl. ha két logikai véletlen valtozénk van: Luk és Fogfajas, ak-
kor négy elemi esemény van: ,lukAfogfdjas”, ,lukA—fogfdjas”,
,,lukAfogfajas”,,—~luk A—fogfajas”.
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Mas targyaldsokban az elemi események nem szdrmaztatottak, hanem
azokbdl indulunk ki. Itt viszont a nyelvbdl generdljuk Sket, tehét fel-
foghatok igy mintha a megkiilonboztethetd lehetséges vilagokat defini-
alndk.

A fenti definiciék néhany kovetkezménye:

1. minden lehetséges vildgot (tehat az aktudlis vildgot is) pontosan
egy elemi esemény irja le (modellezi)

2. egy elemi esemény természetes médon minden lehetséges elemi
kijelentéshez igazsdgértéket rendel

3. minden kijelentés logikailag ekvivalens a neki nem ellentmond6
elemi eseményeket leird kijelentések halmazaval

9.1.3. Valoszintiiség

A fenti konstrukci6 logikai véletlen valtozok esetén eddig ekvivalens
az {téletkalkulussal (ill. diszkrét véaltozok esetén is az elemi események
felett). Ott azonban egy formulédval kapcsolatban harom lehetséges tu-
lajdonsdg valamelyike allt: logikailag (minden modellben) igaz, logi-
kailag hamis, vagy egyik sem.

Ez utébbi esettrdl szeretnénk finomabb itéletet mondani (mégis mennyi-
re ,,szamithatunk rd”, hogy igaz, ha mar logikailag se nem igaz, se nem

hamis), erre lesz j6 a valdszinliség.

A val6szintliség egy fiiggvény, amely egy kijelentéshez egy valds szamot
rendel. El6szor a jeloléseket targyaljuk, a valészintség tulajdonségait
késdbb.

A véletlen valtozokat nagybetiivel (A, B, XY, ...), a kijelentéseket, és
a valtozok értékeit kisbettivel (a, b, x, v, . . .) jeloljik.

Legyen P(a) az a kijelentés valdsziniisége, pl. P(Id6=nap) = 0.5, ahol
a egy el6re rogzitett nyelven tett tetszGleges kijelentés, és ahol a P()
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fliggvény a valosziniiségi eloszlds amely az Osszes lehetséges kijelen-
téshez valoszintiséget rendel.

Ha A egy véletlen viltozd, akkor hasznélni fogjuk a P(A) jelolést is
allitasok és definicidk részeként. Azt értjiik alatta, hogy A tetszbleges
értékére érvényes az adott allitds/képlet. Altaldban is, minden esetben,
ha a P() jel6lést olyan formuldra alkalmazzuk, amelyben szerepel ér-
tékadds nélkiili valtozo (egy vagy tobb), akkor azt ugy fogjuk értenti,
hogy minden lehetséges értékaddsra teljesiil az adott allitas.

A P(A, B) jelolést és a P(A A B) jelolést felcserélhetden alkalmazzuk.

A P(A) tipusi jelolést olyan esetekben is haszndljuk, ahol A vélto-
z6k halmaza, ilyenkor ezen azt értjilkk, hogy P(A) = P(A4,..., A,),
feltéve, hogy A = {A,...,A,}. Hasonl6 értelemben a jelolhet egy
kijelentés helyett kijelentések egy halmazat is.

9.1.4. Valosziniiség tulajdonsagai

Eddig lebegtettiik a valdszinliség fogalmdt, csak azt hasznéltuk, hogy
egy kijelentés valdszinlisége egy valds szam. Most megadjuk a valdszi-
niiség axiomadit: tetszéleges a és b kijelentésre

1. 0 < P(a)

2. P(igaz) = 1, P(hamis) = 0, ahol az igaz kijelentés egy tautol6-
gia, a hamis pedig ellentmondas.

3. P(aVb)=P(a)+ P(b) — P(aND)

Bizonyitsuk be, hogy P(—a) = 1 — P(a). Tudjuk, hogy P(a V —a) =
P(a) + P(—a) — P(a A —a). De a tautolégidk és ellentmondasok val6-
szintisége miatt 1 = P(a) + P(—a) — 0, ebbdl kijon.

Hasonl6 médon belathatd, hogy egy A diszkrét véletlen véltozdra

1= ZP(A:CL),

a€Dy
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ahol D4 A domainje, hiszen A pontosan egy értéket vesz fel, azaz
P(A=aNA=0b) =0haa #0b,é P(Veecp, A = a) = 1, az-
az az A valtozé elemi kijelentéseihez tartozo valdszintiségek (amik A
eloszlasat definidljak) osszege 1 (a V,ep, A = a kijelentés tautoldgia).
Lattuk, hogy minden kijelentés elemi események egy halmazdval ekvi-
valens (azon elemi események amelyek konzisztensek a kijelentéssel).
Legyen e(a) az a kijeletést alkoté elemi események halmaza. Ekkor
belathatd, hogy ha e(a) megszdmlalhatd, akkor

Pla)= > P(e;)

ei€e(a)

hiszen minden e; # e; elemi eseményre P(e; A e;) = 0, és minden
allitas elemi események diszjunkcidjaként irhat6 fel, tehat a diszjunkcié
axiémajabol kijon.

9.1.5. Feltételes valoszintiség

Legyen P(a|b) az a kijelentés feltételes valosziniisége, feltéve, hogy az
osszes tuddsunk b (b is egy kijelentés). pl. P(luk|fogfdjds) = 0.8.

Definici6 szerint P(a|b) = P(a A b)/P(b) (feltéve, hogy P(b) > 0).
A szorzatszabdly: P(a A b) = P(alb)P(b) = P(bla)P(a).

9.1.6. Valosziniiségi kovetkeztetés

A logikdban a logikai kovetkezményt néztiikk: mi az ami mindig igaz a
rendelkezésre 4116 ismereteket feltéve.

A val6szintiségben finomabb a felbontds: a rendelkezésre 4ll6 ismeretek
fényében mi egy adott esemény vagy kijelentés valdszintisége? A logi-
kai kovetkezmények valdszintisége 1 lesz, viszont azokrdl a dolgokrdl
i1s mondunk valamit amik nem logikai kovetkezmények.
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A teljes egyiittes eloszldsbol indulunk ki, ami az dsszes elemi esemény
valészintségét megadja. Lattuk, hogy ebbdl kiszdmolhaté barmely ki-
jelentés valoszintisége (tehat feltételes valdszintisége is).

A tovéabbiakban feltessziik, hogy az 6sszes valtozonk diszkrét.

Példaul legyenek a véletlen valtozok Luk, Fogfdjas, Beakad, mind lo-
gikai tipusd. Ekkor a teljes egyiittes eloszlast egy tablazat tartalmazza.
Ebbdl pl. P(lukVfogfdjas) = 0.108 + 0.012 + 0.072 + 0.008 + 0.016 +
0.064.

Luk Fogfdjds Beakad P()

nem nem nem  0.576
nem nem igen  0.144
nem igen nem  0.064
nem igen igen  0.016
igen nem nem  0.008
igen nem igen  0.072
igen igen nem  0.012

igen igen igen  0.108

Specidlis eset: amikor elemi kijelentések konjunkcidjat nézziik:
ezeket margindlis valdsziniiségeknek nevezziik. Pl. P(luk) vagy
P(lukA—beakad).

A marginalizdcio (margindlis valészinlség kiszdmitdsa) a kovetkezo
mivelet:
P(A) =Y P(Ax),
x

ahol A a valtozok egy halmaza, és = egy vagy tobb, A-ban nem szerepld
valtozo Osszes lehetséges értékkombindcidin fut végig. Ha feltételes va-
16szintiségek ismertek csak, akkor a feltételes valoszintiség definicigjat
alkalmazva

P(A) =) P(Alz)P(x),
aminek a neve feltételfeloldds (conditioning). Ez fontos lesz késébb.

80



A kovetkeztetés sordn van tuddsunk, amely tényekbdl (pl. fogféjast ta-
pasztalunk) és altaldnos tudasbol (ismerjiik a teljes egyiittes eloszlast)
all. Ekkor kérdezhetiink ismeretlen tények valdszintiségére, ez a valo-
szintiségi kovetkeztetés. A kérdés alakja feltételes valoszintliség lesz, pl.
P(luk|fogfdjas) =7, ez pedig

P(luk|fogfdjds) = P(luk A fogfédjas)/ P (fogféjas)

Altaldban a Luk logikai véletlen valtozéra felirva ugyanez a példa:

P(Luk|fogfdjas) =

1
— __~____ P(Luk, fogfijds) —
Plfogtijas) | LUk fogfdjds) (

0.12 0.08
P(fogfajas)’ P(fogfdjas) )’
ahol a kételemi vektor a Luk=—luk és Luk=luk értékadasokhoz tartozd
valészintiségek.

A fenti példdban a P(fogféjas) kiszdmolhatd, mert tudjuk, hogy
P(luk|fogfajas) + P(—luk|fogfajds) = 1,

tehdt P(fogfdjas) = 0.08 + 0.12, ami éppen a normalizaldsi konstans.

Sokszor ez a normalizdlasi konstans nem érdekes (pl. ha csak a val6-
szinliségek nagysag szerinti sorrendje érdekes egy dontés meghozatala-
hoz). A képlet igy

P(A]p) = aP(A,b) =a Y P(A,b,x)

ahol o = 1/P(b) a normalizalasi konstans, b az ismert tények, = az
ismeretlen tények (véltozok) lehetséges értékei, A pedig az érdekl&dé-
siink targya.

Ez kiszamolhat6 A minden lehetséges értékére, ha a teljes egyiittes el-
oszlas ismert (pl. tdblazatbdl). De ez a tabldzat nagy, pl. ha minden
valtoz6 logikai, és n a valtozok szdma, akkor ez 2" méretli. Ez a mdd-
szer tehat nem skaldzodik. F6 kérdés: hatékony modszerek!
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9.1.7. Fiiggetlenség

A kijelentések fliggetlensége a legfontosabb tulajdonsag a teljes egyiit-
tes eloszlds tomorithetdségéhez. Két fajtija lesz: fliggetlenség és felté-
teles fiiggetlenség.

Az a és b kijelentések fiiggetlenek akkor és csak akkor ha P(a A b) =
P(a)P(b).

Az A és B véletlen valtozok (vagy véltozéhalmazok) fiiggetlenek akkor
és csak akkor ha P(A, B) = P(A)P(B), vagy ekvivalensen P(A|B) =
P(A),ill. P(B|A) = P(B).

Intuitive két véltozo fiiggetlen ha az egyik nem tartalmaz informdciot a
masikrél. Gondoljuk meg, hogy ha véletlen szamokkal toltjiik ki a tel-
jes egyiittes eloszlds tabldzatat, akkor fiiggetlen vagy fiiggé véltozokat
kapunk? (Fiiggdket!) A fiiggetlenség tehét struktirat takar amit tomo-
ritésre hasznalhatunk.

Ha a véltozok halmaza feloszthaté kolcsondsen fiiggetlen részhalma-
zokra, minden részhalmaznak lesz egy sajat egyiittes eloszldsa, majd a
figgetlen részhalmazokhoz tartoz6 valdszintiségeket egyszertien 0ssze-
szorozzuk. Pl. ha n logikai valtoz6 van, €s ezek pl. két fiiggetlen rész-
halmazt alkotnak m és k mérettel (n = m + k), akkor 2™ + 2% val6szi-
nliséget tarolunk 2" helyett, ami sokkal kevesebb.

Extrém esetben, ha pl. az Ay, ..., A, diszkrét valtozék kolcsondsen
fiiggetlenek (tetszOleges két részhalmaz fiiggetlen), akkor csak O(n)
értéket kell tarolni, mivel ez esetben

P(Ay, ... A,) = P(Ay)---P(A,),

s6t, ha azonos eloszldsdak is emellett (pl. n kockadobds) akkor O(1)-
et (ha a valtozok domainje konstans szamossdgu, ahogy itt dltalaban
feltessziik).
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Kauzalitas és fiiggetlenség

Fontos, hogy a kauzalitds (ok és okozat kérdései) és a fiiggetlenség nem
ugyanaz. A fiiggetlenség szimmetrikus reldci6 a valtozok felett, mig az
okozati kapcsolat aszimmetrikus.

PI. a Russel-Norvig konyvben (2. kiadds) is rossz a példa! Az 1d6ja-
ras és Fogféjas vdltozokndl fiiggetlenségre kovetkeztet abbdl, hogy a
fogfajas nem hat kauzalisan az id§jarasra. Viszont az id§jaras hathat a
fogfajasra, tehat nem beszélhetiink mégsem fiiggetlenségrdl: a fogfajas
ténye tartalmazhat egy kis informéciét arrdl, hogy milyen az idé...

9.1.8. Feltételes fiiggetlenség

Sajnos az abszolut fiiggetlenség ritka. Van azonban egy gyengébb érte-
lemben vett fiiggetlenség definicid, amit szintén haszndlhatunk tomori-
tésre: a feltételes fiiggetlenség.

Az a és b kijelentések feltételesen fiiggetlenek c feltevésével akkor és
csak akkor ha P(a A b|c) = P(a|c)P(b|c). Ekkor a és b nem feltétleniil
fliggetlen abszolut értelemben. Tipikus eset ha a és b k6zos oka c. Pl.
a fogfdjas és a beakadds kozos oka a luk, a fogdjas és a beakadds nem
fiiggetlen, de ha feltessziik, hogy van luk, akkor mar igen.

Az A és B véletlen valtozok feltételesen fiiggetlenek C' feltevésével ak-
kor és csak akkor ha P(A, B|C') = P(A|C)P(B|C), vagy ekvivalensen
P(A|B,C) = P(A|C),ill. P(B|A,C) = P(B|C).

Az elérhetd tomorités illusztralasdhoz tegyiik fel, hogy
P(A,B,C) = P(A, B|C)P(C) = P(A[C)P(B|C)P(C),

ahol A, B és C jelolje véltozok diszjunkt halmazait, az elsé egyenld-
ség a szorzatszabaly, a mdsodik egyenl8ség fogalmazza meg a feltételes
fliggetlenség feltevését (ez tehdt nem azonossdg, hanem egy feltevés).
Ekkor a P(A|C), P(B|C) és P(C) tablazatok méreteinek az dsszege
sokkal kisebb lehet mint az eredeti P(A, B, ().
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Ha nagy szerencsénk van, akkor teljesiil, hogy A feltevése mellett
By, ..., B, kolcsonosen fliggetlenek, azaz

P(By,...,B,|A) = ﬁP(BJA).

i=1
Ez a naiv Bayes modell alakja. Itt O(n) tomorités érhetd el, hiszen

P(B,..., By, A) = P(A) ﬁP(BAA).

i=1

9.1.9. Bayes szabaly

A Bayes szabaly a és b kijelentésekre
P(alb) =

ami egyszerlien kovetkezik abbdl, hogy
P(a Ab) = P(a|lb)P(b) = P(bla)P(a)
Altaldban is
P(B|A)P(A)
P(B)

ahol A és B viltozok vagy véltozok halmazai. A képletet valamely C
feltételek mellett is lehet alkalmazni, azaz

B|A, C)P(A|C)
P(B|C)

P(A|B) =

pAB, )= 2

A motivécid az, hogy sokszor a lekérdezés tiinetekbdl kér kovetkezte-
tést az okozatra (pl. betegségre). A ,forditott” feltételes valdszintség,
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ami okozatbdl kovetkeztet tiinetekre, azonban sokkal 1d6tallobb infor-
macio, kevésbé fiigg az aktudlis datumtdl, a szakért6i tudas ezért ilyen
formdju. A Bayes szabdly visszavezeti a forditott képletre a lekérdezést.

Pl. ha az Influenza, Fejfdjas, és Datum véltozokra nézziikk: a
P(Fejfdjas|Influenza=igaz) empirikusan jol mérhetd, viszonylag stabil
érték, €s nem nagyon fiigg az aktudlis daitumtdl, azaz

P(Fejfdjas|influenza, Datum) = P(Fejfajas|influenza).

A Détum és az Influenza véltozok viszont nem fiiggetlenek: pl. télen
tobb az influenza.

Tehat van hattértudasunk (P(Fejfdjas|influenza)) és aktudlis tapaszta-
lataink (Datum aktudlis értéke, Fejfdjas=igaz, és P(Influenza|ddtum)
és P(Fejfdjas|ddtum) empirikus kozelitései), és ebbdl kovetkeztetiink
a betegségre a fejfajas tényébdl az adott napon a Bayes szabdly segitsé-
gével:

P(influenzalfejfdjas, datum) =

_ P(fejfajas|influenza, ditum) P(influenza|ddtum)

B P(fejfjds|datum) B

_ P(fejfajas|influenza) P(influenza|ddtum)

P(fejfajas|datum)

Figyeljiink a jelolésekre: ahogy kordbban részleteztiik, a nagybet val-
tozot jeldl, a kisbetd pedig értéket, tehat pl. a P(Influenza=igaz) ugyan-
azt jelenti mint a P(influenza).

9.1.10. Naiv Bayes algoritmus

Statisztikai kovetkeztetési modszer, amely adatbazisban taldlhatd pél-
ddk alapjan ismeretlen példdkat osztalyoz. Pl. a feladat lehet emailek
osztdlyozdsa spam €s nem spam kategdridkba. Ekkor az adatbdzis pél-
da emaileket tartalmaz, amelyekhez ismert az osztilyozds eredménye
(tudjuk mindegyikrdl, hogy spam van nem spam).
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Legyen A és By, ..., B, anyelviink véltozéi. Pl. A lehet igaz ha egy
email spam, hamis ha nem, ill. B; logikai valtoz6 pedig az i. sz6 el6-
forduldsat jelezheti (igaz, ha az email tartalmazza az 7. sz6t, hamis, ha
nem). A feladat tehét az, hogy adott konkrét b, . .., b, email esetében
meghatarozzuk, hogy A mely értékére lesz a P(A|by, ..., b,) feltételes
valdszinliség maximalis.

Ehhez a kovetkez$ atalakitdsokat illetve fiiggetlenségi feltevéseket
tessziik:

P(Albr, ..., by) = aP(A)P(b, ..., by|A) ~ aP(A) f[ P(b;| A).

=1

Itt az elsd egyenldségjel a Bayes tétel alkalmazdsa, ahol @ =
1/P(by,...,b,). Mivel csak A értékei kozotti sorrendet keresiink, é
« nem fiigg A-t6l, az « értéke nem érdekes.

|72]

A masodik kozelitd egyenldségjel fogalmazza meg a naiv Bayes felte-
vést. Ez csak kozelités, mivel nem tudjuk biztosan, hogy az egyenld-
ség teljesiil-e. Altaldban val6sziniibb, hogy nem teljesiil, de abban bi-
zunk, hogy elfogadhat6 kozelitést ad. A pontatlansagért cserébe P(A)
és P(b;]A) konnyen kozelithet6 az adatbazisban taldlhat6 példak segit-
ségével, igy a képlet a gyakorlatban kiszdmolhaté6 A minden lehetséges
értékére, €s a nagysagi sorrend meghatarozhato.
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10. fejezet

Valosziniiségi kovetkeztetés,
Bayes halok

10.1. Bayes halok

Lattuk: (feltételes) fliggetlenség hasznos mert tomorithetjiik a teljes
egylittes eloszlds reprezentaciojat.

A Bayes hdl6 a teljes egyiittes eloszlas feltételes fiiggetlenségeit ragadja
meg, ezek alapjan egy specidlis grafot definidl, ami és tomor €s intuitiv
reprezentaciot (vagy kozelitést) tesz lehetové.

Ennek megértéséhez tekintsiik a ldncszabdlyt, ami a teljes egyiittes el-
oszlast (amit tOmoriteni szeretnénk) feltételes eloszlasok szorzataként
jeleniti meg. Legyen Xi,..., X, a véletlen valtozok egy tetszileges
felsorolasa, ekkor a lancszabaly:

P(Xy,...,X,) =P(Xq|Xs,..., X)) P(Xs, ..., X,) =
- P(Xl‘XQ,,Xn>P(X2|X3,,Xn)P(Xg‘X4,,Xn)P(Xn> -

=[[P(Xil X1, ... X0)

=1
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Ha most megvizsgdljuk a feltételes fliggetlenségi viszonyokat, az
egyes feltételes valdszinliségek (a szorzat tényezsi) feltételeibdl
esetleg elhagyhatunk véltozokat. Ennek megfeleléen, minden
P(X| X1, ..., X,) tényezbre, az {X;i1,...,X,} valtoz6kbdl ve-
gyiink egy Sziilok(X;) részhalmazt, amelyre igaz, hogy

P(X;| Xit1, ..., Xn) = P(X;|Szilok(X;))

és a Szulok(.X;) halmaz minimalis (belle tobb elem nem hagyhato el,
kiilonben a fenti tulajdonsag sériil). Ez a 1€pés a tomorités, €s akkor van
szerencsénk ha a Sziil6k(.X;) halmaz nagyon kicsi.

Ekkor nyilvan

P(Xy,..., X,) = [ [ P(X;|Szilsk(X;))

=1

ami a teljes egyiittes eloszlds egy tomoritett reprezenticidja, hiszen az
egyes tényezOkhoz tartozd tabldzatok Osszmérete dltaldban sokkal ki-
sebb mint a teljes egyiittes eloszlas tdbldzata (diszkrét valtozokat felté-
telezve).

A Sziilok(.X;) jelolés mér a graf struktirara utal, amelyben a csticsok az
X; véletlen valtozok, és az (Y, X;) irdnyitott él akkor és csak akkor van
behdzva, ha Y € Sziil6k(X;). A grafban minden X; véltozéhoz tartozik
egy P(X;|Sziil6k(X;)) eloszlas.

Konnyen lathatd, hogy a csticsok és az élek egy irdnyitott kormentes

gréfot alkotnak.

Pl. a korédbbi fogaszati példdhoz tartozé graf (eloszldsok nélkiil). A
halézatbdl pl. kiolvashatd, hogy az id6jards (weather) fiiggetlen a tobbi
valtoz6tdl. Itt konkrétan oksagi kapcsolatoknak felelnek meg az élek,
de mindjart latjuk, hogy ez nem sziikségszert.
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COIC

Egy 1j példa eloszlasokkal egyiitt. Itt megint oksdgi kapcsolatoknak
felelnek meg az élek véletleniil. B, E, A, J és M a valtozok neveinek
roviditései, T: igaz, F: hamis. (Janos és Madria a szomszédunk, akik
megigérték, hogy felhivnak ha halljdk a riasztonkat, ami viszont kisebb
foldrengésekre is beindul néha.)

Burglary

PiE)
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PlA)
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Egy konkrét lehetséges vildg valdszintisége pl.:

ol Rl N [xo]

PbA—eNaNjN—m)=
= P(b)P(=e)P(alb, —e) P(jla) P(-m|a) =
= 0.001 - (1 — 0.002) - 0.94 - 0.9 - (1 — 0.7)
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Ha egy Bayes hdléban X-bdl Y csicsba vezet él, akkor Y és X nem
fliggetlen. Viszont nem igaz, hogy ha X és Y nem fiiggetlen, akkor van
koztiik él. Sé6t, egy eloszlashoz sok kiillonbozd Bayes halo adhatd. Az
sem igaz, hogy az élek sziikségképpen kauzilis relaciot fejeznének ki!

10.1.1. Bayes halé konstrualasa

A gyakorlatban sokszor egy teriilet (pl. orvosi diagnosztika) szakérts-
je definidlja a véltozdkat és a hatdsokat (oksdgi) a valtozok kozott (ez
adja az éleket), és szakértdi és empirikus tudds segitségével kitoltjiik a
véaltozokhoz tartozé feltételes eloszldsokat.

Ekkor természetesen nem az eloszldsbdl indulunk ki és azt tomoritjiik,
hanem forditva, el6sz0r az intuitiv reprezentacié adott, ami definidl egy
(implicit) teljes egyiittes eloszldst, amit hatékonyan felhasznalhatunk
valészinliségi kovetkeztetésre.

Elméleti szempontdl barmely adott egyiittes eloszldsra konstrudlhaté
Bayes hal6o a kordbban targyalt lancszabdly modszerrel. (Vesszik a
lancszabalyt, azonositjuk a sziiloket a fliggetlenség vizsgalataval, stb.)

Fontos: a lancszabdly alkalmazdsakor hasznalt, rogzitett véaltozdsor-
rendtdl fiigg a Bayes hdld: barmely sorrendre kijon egy struktira, ami
nem feltétleniil ugyanaz, tehét a kauzalitdsnak nincs kitiintetett szerepe.

P

Pl. az el6z6 példahoz tartoz6 Bayes halé E, B, A, J, M sorrend esetén
az (a) alakot veszi fel, mig A, B, E, J, M sorrendben a (b) hal6ézatot
kapjuk. Az (a) hal6zatban megfordulnak az oksigi viszonyok, mig a
(b) hdlézatban egyéltalan nincs tomorités.

Kiritikus fontossédgu tehat a valtozésorrend.
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MaryCalls

Earthquake

Burglary

Burglary

Earthquake

(a) (b)

10.1.2. Fiiggetlenség és Bayes halok

A topoldgiat bizonyos fiiggetlenségek felhasznalasaval kredltuk (t6mo-
ritési 1€pés), de nem vildgos, hogy ha egyszer megvan egy topoldgia,
abbdl hogyan lehet tovébbi fiiggetlenséggel kapcsolatos informécidkat
kiolvasni.

Két eredmény bizonyitas nélkiil:
El6szor, ha Y nem leszdrmazottja X -nek, akkor

P(X|[Szillsk(X),Y) = P(X|Sziilsk(X)).

Masodszor, barmely Y valtozora igaz, hogy
P(X|Markov-takar6(X),Y) = P(X|Markov-takar6(X)),

ahol X Markov takardja az a halmaz, amely X sziil6inek, X gyerekei-
nek, és X gyerekei sziildinek az unidja.

10.1.3. Tovabbi tomoritési lehetoségek

A lényeg, hogy egy Bayes haléban a csticsokban taldlhat6 eloszldsok 4l-
taldban kisebb tdblazatok mint a teljes tdblazat. Pl. ha n logikai véltoz6
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van, és mindegyiknek max. k sziilgje van, akkor max. n - 2¥ valészini-
séget kell Osszesen tdrolni, és nem 2"-t. Ez nagyon nagy kiilonbség, ha
k kicsi. Sokszor azonban még tovabb lehet tomoriteni.

Ha pl. determinisztikus véaltozék vannak, akkor azoknak az értéke a
sziil6iknek egyszeri fliggvénye. Lehet logikai, pl. X =Y A Z, vagy
numerikus, pl. X = min(Y, Z), a vdltozok tipusdnak a fiiggvényében.

Determinisztikus kapcsolat helyett pl. logikai valtozok esetében k sziild
esetén 2" helyett k érték taroldsa elegendd lehet bizonyos alkalmaz4sok-
ban. Pl. a zajos vagy eloszlast a tablazat szemlélteti, ahol Sziil6(Laz) =
{Maléria,Influenza,Megfdzds} (csak a vastagbetiis értékeket kell tarol-
ni).

Itt tulajdonképpen azt tettiik fel, hogy minden betegség esetében a 1az
gatlodhat, és ennek a gatldsnak a valoszintisége kiilonbozik, ill. a gatla-
sok fiiggetlenek.

Masfeldl nézve, ez ekvivalens azzal, mintha (1) felvennénk harom uj
valtoz6t: MalarialLdz, Influenzal 4z, és Megfazasldz, mindegyiket egy
sziillovel: Maldria, Influenza, ill. Megfézas; (2) majd a Laz valtozot de-
terminisztikusan igy definidlndank: Laz <» MaldrialLdz V Influenzal iz
V MegféazaslLaz

Malaria Influenza Megfizas | P(laz) | P(—ldz)

H H H 0.0 1.0

H H I 0.9 0.1

H I H 0.8 0.2

H I I 0.98 0.02=0.2x0.1

I H H 0.4 0.6

I H I 0.94 0.06=0.6x0.1

I I H 0.88 0.12=0.6x0.2

I I I 0.988 | 0.012=0.6x0.2x0.1
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10.1.4. Folytonos valtozok

Példa a folytonos valtozaét tartalma- @ @

z6 eloszlasra. Itt a Termés (Harvest)

és az Ar (Cost) valtozok folytono-

sak, a Tamogatds (Subsidy) és Va- @
séarlas (Buys) diszkrét (logikai).

Figgvényekkel kozelitjiik a vélto-

70Ok feltételes eloszlasait. @

Két eset van: a valtozé folytonos vagy diszkrét.

1. El8szor nézziik a P(ArlTamogatés, Termés) esetet. Itt megadjuk
a P(Arltamogatds, Termés) és P(Arl—tdmogatas,Termés) eloszla-

ol

sokat, mindegyik folytonos stirtiségfiiggvény lesz. Pl. lehet
P(Arltdmogatés, Termés)= N (a;termés + b;, 02)(Ar)

P(Arl-timogatis, Termés)= N (atermés + by, o7 )(Ar)

7 7

ahol N(u,0?)(z) a p, 0? paraméterd normalis eloszlds stiriség-
fliggvénye. Mds szdval a modelliink az, hogy az ar varhat6 értéke
a termés linedris fiiggvénye az a;, b; (ha volt tdimogatas), illetve
az ayp, by (ha nem volt timogatds) paraméterekkel, tovabba nor-
malis eloszlasu, o; illetve o, paraméterrel meghatdrozott szordsu
zaj van ezen a linedris fliggvényen.

2. Masodszor nézziik a diszkrét esetet: P(VésérlésIAr). Intuitive, ha
az 4r magas, a vevO nem vasdrol, ha alacsony, igen, a kettd kozott
pedig szeretnénk folytonos dtmenetet. Ekkor lesz egy kiiszobérték
amelynél a vevd éppen 0.5 valdszintiséggel fog vasarolni.

Tehét a P(vasarlaslAr=c) feltételes eloszlast kell egy kiiszobfiigg-
vény formdjaban definidlni, ami O ha c kicsi, 1 ha c nagy, és egy
c = p értéknél veszi fel a 0.5 értéket.
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Vehetjiik a szigmoid fiiggvényt:
1

P(vasarlas|Ar = C) m

ahol a ;1 = c esetén vesz fel 0.5 értéket a modelliink, és a o para-
méter a bizonytalansdgi zona szélességét hatarozza meg (nagy o
esetén a p nagy szomszédsdgaban lesz az érték 0.5-hoz kozeli).

10.2. Valosziniiségi kovetkeztetés

Mir lattuk, hogy
P(A]p) = aP(A,b) =Y P(A,b,x)

ahol « a normalizédlasi konstans, b az ismert tények, x az ismeretlen
tények (valtozok) lehetséges értékei, A pedig az érdekl&désiink targya.

Azt mondtuk, hogy ez kiszdmolhatd, ha a teljes egyiittes eloszlds ismert.
El6szor megnézziik, hogy a Bayes halobdl ez hogyan tehetd meg egzakt
modon, aztan kozelitési modszereket néziink.

Példaul a betords példaban
P(B|j,m) =aP(B,j,m —@ZZPB],mea)

7 2z

ahol (mint eddig) a kisbet( értéket, a nagybetli valtozot jelol, e és a
pedig az F és az A értékein fut végig. Haszndljuk a Bayes halét a ,,be-
torés, feltéve, hogy Janos €s Maria hivott” tényéllas valdszinliségének a
kiszamoldsara:

P(blj,m) = aP(b,j,m —QZZPb],m,e,a
= 0 303 PIHPPlh ) PGla) Plnle
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Ennek a miveletigénye a legrosszabb esetben (ha majdnem minden val-
tozora Osszegziink) O(n2") (max 2" db n tényezls szorzat). Viszont
kiemeléseket végezhetiink:

aP(b,j,m) = aP(b) Y P(e) > Plalb,e)P(jla)P(m|a)

Ennek a kiértékelése pl. megoldhat6 egy rekurziv algoritmussal (,,balrél
jobbra” vessziik a véltozokat, és mindegyiknek vessziik a lehetséges
értékeit), aminek a miiveletigénye O(2") (fabejaras), ami még mindig
elég nagy.

(Kiszdmolva —b-re is, és normalizédlva, az jon ki, hogy P(b|j,m) =
0.284.)

Még hatékonyabban is kiszamolhatjuk ezt az 6sszeget dinamikus prog-
ramozds segitségével. Ehhez két Otletet hasznalunk fel (vazlatos):

1. A kiemelések utan kapott képletet ,,jobbrol balra” szdmoljuk ki,
azaz a részeredményeket csak egyszer, és ezeket a memoridban
taroljuk, amivel a redundancia megszlinik. A memoriaigény sem
né mindig mert a részeredményekbdl néha kidsszegeziink valto-
z6kat (amikor jobbrdl balra egy > jelhez ériink).

2. Bizonyos valtozokat kihagyhatunk teljesen a képletbdl (nem kell
Osszegezni rajuk), konkrétan azokat amik nem a kérdés valtozo-
janak (fenti példaban B) vagy az ismert érték valtozoknak, azaz
tényeknek (fenti példdban j és m) az 6se. Ezek irrelevansak.

Ennek az algoritmusnak a hatékonysdga nagyban fiigg a Bayes hélo
struktdrajatol. Ha a gréf polifa (erdd), azaz az élek iranyitdsanak elha-
gyasaval nincs benne kor, akkor linedris idejli az algoritmus a feltételes
eloszlas tabldzatok Osszes sorainak a szdmdaban.

Altaldnos esetben #P-nehéz (szdmossag-P-nehéz), nehezebb mint az
NP-nehéz problémadk, olyan nehéz mint pl. a kielégithetdségi problé-
mandl a kielégitd megoldasok szdmdnak a megadasa.
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10.3. Kozelito valoszintiségi kovetkeztetés

Egy 4j példa elosz-
lasokkal egyiitt. C, @
S, W, R a valtozék |c|rs c | PR
neveinek roviditései :: -;g @ @ jr -ES
(sprinkler=locsolo), — —
T: igaz, F: hamis. &
Ez a Bayes halok 5 _R|P(W)
. R 99
klassz1ku§ példdja (a ; ; %0
magyar kiaddsban az [t %0
i/h felcserélve). f /]

10.3.1. Kozvetlen mintavétel

Cél: (1) Teljes egyiittes eloszlas szerint generdlni valtozé hozzarendelé-
seket véletlenszdm generdtorral (2) Ezekbdl a mintdkbdl kovetkeztetni
a lekérdezés valdszinliségére a gyakorisdgok megfigyelésének a segit-
ségével.

Hogyan? Kezdjik a sziil6 nélkiili valtozokkal, és haladjunk ,,lefelé”.
Pl. kovessiik nyomon egy konkrét valtozéhozzdrendelés generdldsat.
(1) P(c) = P(—c) = 0.5, tehat pénzfeldobassal dontiink, legyen a hoz-
zérendelés ¢ (azaz C=igaz). Ekkor (2) P(s|c) = 0.1 = 1 — P(=slc),
tegylik fel, hogy —s-et huzunk. (3) Az r véltoz6 esete teljesen hasonlo,
tegyiik fel, hogy ott r-t hizunk. (4) Végiil tudjuk, hogy P(w|—s,r) =
0.9, tegyiik fel, hogy w-t hizunk.

A minta amit vettiink tehdt (w, —s,r,c). Ezt ismételjik addig, amig
a lekérdezéshez sziikséges gyakorisdgok kozelitéséhez elegendd minta

lesz, hiszen
. N(w,—s,r,c
P(w,=s,r,¢) = lim N(w, ~s,7,)
N—o00 N
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ahol N az §sszes minta szdma, N (w, —s, 1, ¢) pedig a megadott hozza-
rendelést tartalmazé mintdk szama.

//////

N(w,S,R,C
P(w) = lim N~ fim Zsro N )

Nooo N N—o0 N

10.3.2. Elutasito mintavétel

Ha egy eloszlasbol nem tudunk kozvetleniil mintat venni, akkor sok-
szor megtehetjiik, hogy eldszor vesziink mintit egy masik eloszlasbdl,
és néhany mintdt , kidobunk”. Pl. a P(w|c) feltételes valdsziniiséghez
tartoz6 gyakorisag kozelitéséhez eldobjuk azokat a mintdkat amelyek-
ben —c szerepel. A maradék mintdk szamat jelolje N’ ill. N’(). Ekkor

. N'(w)
Plulo) = Jm

10.3.3. Valosziniiségi silyozas (likelihood weighting)

Feltételes valdszinliség kozelitésénél az elutasité mintavétel eldobja
azokat a mintdkat amik nem konzisztensek a feltételekkel. Ehelyett sok-
kal okosabbat is lehet tenni: ha egy valtozo értéke a feltételben szerepel
(mds szdval ismert tény) akkor nem véletleniil hiizzuk az értékét, hanem
helyette silyozzuk a mintat az ismert feltételes valdszintiségekkel.

Pl. tegyiik fel, hogy ismert tény, hogy s és w, és ezzel konzisztens
mintdt akarunk venni. Az elutasité mddszer vesz egy teljes mintat koz-
vetlen mintavétellel és eldobja ha —s vagy —w szerepel benne. Ehe-
lyett igy csindljuk: Legyen a minta sulya kezdetben x = 1. (1)
P(c) = P(—c) = 0.5, tehdt pénzfeldobdssal dontiink, legyen a hoz-
zérendelés c (azaz C=igaz). Ekkor (2) P(s|c) = 0.1 = 1— P(—s|c). De
most tudjuk, hogy s. Ennek a valdszintisége 0.1 lett volna, tehat meg-
jegyezziikk: x = x - 0.1 = 0.1. (3) Az r valtozénak mintavétellel kell
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értéket adni, az alapjn, hogy P(r|c) = 0.8 = 1 — P(—r|c), tegyiik fel,
hogy r-t hizunk. (4) Végiil, tudjuk, hogy w. De ennek a valészintisége
P(wls,r) = 0.99 lett volna, ezt is megjegyezziik: x = x-0.99 = 0.099.
A konkrét minta amit vettiink tehét (w, s, 7, ¢), a stlya pedig 0.099. Ezt
ismételjiik addig, amig a lekérdezéshez sziikséges gyakorisagok koze-

litéséhez elegendd minta lesz. Legyenek my, ..., my a mintdk, w(m;)
pedig az ¢. minta sdlya. Ekkor pl.

Plevrls,w) = lim 2mcben Coreiz ()
) )

N—roo Ei\il w(m;)

P(=c|s,w) = lim 2my-ben Coamis ©/(17:)
) =

Nooo 30T w(my)

Igy csak relevans mintikat generdlunk, de ha tdl sok a tény, és/vagy
a tények tdlsagosan ,,lent” vannak a Bayes hédléban, akkor nagyon sok
nagyon kis valészintiségii (sulyd) mintat fogunk generélni.

10.4. Markov lanc Monte Carlo (MCMC)

Nem valtozonkénti mintavétel, hanem teljes valtozohozzarendelések fe-
letti okosan tervezett véletlen séta (mikdzben a tények fixen maradnak).
Ennek a véletlen sétdnak az dllomasai lesznek a mintdk amiket haszn4-
lunk. (Amit néziink az a Gibbs mintavételezési eljaras.)

Pl. tegyiik fel, mint az el6bb, hogy ismert tény, hogy s és w, és ezzel
konzisztens mintat akarunk venni. Ekkor

1. Az ismeretlen véltozékat (R és C') tetszGlegesen inicializaljuk,
igy kapunk egy kezdeti dllapotot. Pl. legyen ez (s, w, —r, ¢).

2. A C valtozobdl mintét vesziink a

P(C|Markov-takar6(C')) = P(C|s, —r)
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eloszlasnak megfeleld valoszintiségekkel. Tegyiik fel, hogy az
eredmény —c. Ekkor az uj allapot (s, w, —r, —c).

3. Az R valtoz6ébol mintat vesziink a
P(R|Markov-takar6(R)) = P(R|—c, s, w)

eloszlasnak megfeleld valdszintiségekkel. Tegyiik fel, hogy az
eredmény 7. Ekkor az tj dllapot (s, w, r, —c).

A fenti algoritmus sordn a (2) és (3) 1€pésben is generdltunk egy mintat.
Az ismeretlen valtozok Ujramintavételezését (fenti példdban (2) és (3)
1épés) ismételjiik addig, amig a lekérdezéshez sziikséges gyakorisdgok
kozelitéséhez elegendd minta lesz. A minték felhasznédldsa megegyezik
az elutasité mintavételnél latottakkal.

Jegyezziik meg, hogy egy X viltozéra P(X |Markov-takar6(X)) kisza-
molhat6 a Bayes halobdl:

P(X |Markov-takar6(X)) =
= aP(X[Szilok(X)) [  P(Y|Szilsk(Y))

Y gyereke X -nek

Miért mitkodik? Otlet: bizonyithat6, hogy az iterdci6 sordn egy ,.di-
namikus egyensuly” alakul ki, ahol minden allapot (azaz minden, té-
nyekkel konzisztens, teljes valtozokiértékelés) éppen a valdszinliségé-
nek megfeleld gyakorisdggal lesz érintve. Ez pedig abbdl kovetkezik,
hogy az 4llapotok kozotti atmenetek valoszintiségeit tartalmazo allapot-
atmenet matrix domindns sajitvektora lesz az az (in staciondrius) elosz-
l14s (bizonyos gyenge feltételek mellett) ami a fenti dinamikus egyen-
sulyi helyzetet definidlja, marpedig az allapotatmenetek definici§jabol
beldthatd, hogy ez éppen a megfelels eloszlas.
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11. fejezet

Tanulas

Tapasztalati (megfigyelt) tények felhasznaldsa arra, hogy egy raciondlis

agens teljesitményét noveljiik.

Feliigyelt tanulds: Egy f: X — Y

fliggvényt keresiink, amely illesz-
kedik adott pdalddkra. A példik
(1, f(x1)), .-y (zn, f2n)) alakban

adottak (z; € X). PL (a) X: emailek
halmaza, Y = {spam,—spam}, a példik
pedig kézzel osztdlyozott emailek (spam
sz{ird tanitdsa), vagy (b) X: részvény-
index idGsorai, Y = {emelkedik,esik},
(t6zsdézb program), stb.

Feliigyelet nélkiili tanulds: a példak csak
x1,...,T, alakban adottak (x; € X), és
nem fiiggvényt kell keresni, hanem minta-
zatokat, pl. klasztereket, vagy eloszl4st.
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Megerdsitéses tanulds: Szokés kiilon kategéridnak venni a megerdsité-
ses tanuldst, ahol az X — Y fiiggvény 1étezik ugyan, de tanul6 példik
nem adottak direkt médon. A feladat itt az, hogy egy &llapottérben
az agens megtanulja az optimdlis stratégidt (X az allapotok, Y pedig
a cselekvések) gy, hogy a jovoben érintett dllapotokban Osszegy(jtott
jutalmak maximalizéldsét érje el.

Szdmos finomabb megkiilonboztetés van, pl. feliigyelt tanulds esetén a
példak folyamatosan gytilnek tanulds kozben, vagy akér az dgens kér-
déseket tehet fel egy ordkulumnak (aktiv tanulds), stb.

Reprezentdcio: Az X és Y halmazok tetszOleges objektumokat irhat-
nak le, és fontos, hogy ezeket hogyan reprezentdljuk. Pl. szovegeknek
sokfajta reprezentacidja lehet a tartalmazott szavak listdjatdl (azaz szo6-
salata) a folytonos szemantikus bedgyazdsokig. Az Y halmaz jellemzd-
en diszkrét osztalycimkéket tartalmaz (pl. spam vagy nem spam, stb.),
illetve lehet folytonos halmaz is (ekkor regressziordl beszEliink).

11.1. Feliigyelt (induktiv) tanulas

Egyszer( fliggvénykozelitéstdl magdig a tudomdnyig sok mindent le-
fed.

Adottegy f: X — Y fiiggvény és (z1, f(x1)),..., (2, f(z,)) tanuld
példak. Keressiink egy h: X — Y fiiggvényt amely f-et kozeliti.

A h fuggvény konzisztens az adatokkal, ha h(z;) = f(x;) minden pél-
déra.

A h fiiggvényt mindig egy H hipotézistérben keressiik. Mds széval, a
fliggvényt mindig adott alakban keressiik, pl. adott fokszdmu polinom,
Boole fliggvények adott osztalya, stb.

A tanulas realizdlhato, ha l1étezik h € H, amelyre h konzisztens.

A gyakorlatban elég, ha h ,kozel” van a példdkhoz, nem kell pontosan
illeszkednie feltétleniil. Ennek egyik oka, hogy a tanul6 példdk sokszor
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hibdkat, zajt is tartalmaznak, és kifejezetten karos is lehet, ha ezeket a
hibakat is meg akarjuk tanulni (azaz tiltanuljuk a tanité adatokat).

f) Sflx) fix) f

(@) ' () " © ()

(a) és (b) abra: az altalanosabb (azaz b&vebb) H lehet akar a rosszabb
vdlasztés is. (c) és (d) dbra: az is fontos hogy H tartalmazza a megfe-
lel6 hipotéziseket (pl. akarmilyen dltalanos polinom osztdly nem lesz
periddikus soha valds szamok felett).

Indukcio problémdja: f j6 kozelitése olyan amely a példakon kiviil is jol
kozeliti f-et, azaz jOl dltaldnosit. Ez nehéz és nagyon érdekes kérdés!

Pl. az a h, amelyre h(z) = f(z) minden példara, egyébként h(z) = 0,
tokéletesen megtanulja a példdkat, de a lehetd legrosszabban dltaldnosit
(altalaban...). Ez a magolas (rote learning).

A magolasi probléma miatt t0mér reprezentacidra—azaz kevés paramé-
terrel leirhaté h-ra—Kkell torekedni, lehetSleg tomorebbre mint a példak
listdja, igy biztosan kikiiszoboljiikk a magolast. Ez az elv az Occam
borotvdja: ha més alapjan nem tudunk vélasztani, akkor a lehetd leg-
tomorebb leirast kell venni. (De: vannak listak amik nem tomoritheték
(véletlen listdk, Kolmogorov komplexitds), ezeknél az indukcié lehe-
tetlen.) Ugyanakkor elég kifejez6nek is kell lennie a reprezentdcidnak,
hogy a tanité példakat elég jol kozeliteni tudjuk.

A fenti tulajdonsagok elérésének egyik eszkoze a H hipotézistér gondos
meghatdrozdsa. Az idedlis hipotézistér—amellett, hogy tartalmazza f-
et (a tanulds realizdlhatd)—éppen annyira altalanos (kifejezd) amennyi-
re kell (nem jobban, nem kevésbé). A masik eszkdz maga a tanuld
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algoritmus, amely a [/-bdl h-t kivalasztja. Itt az algoritmus torekedhet
tomoren leirhaté h-t valasztani akar egy nagyon altalanos H-bdl is.

Az a priori ismeretek fontossdga: a tabula rasa tanulés a fentiek szerint
lehetetlen. A H halmaz és az algoritmus maga a priori ismeretek alapjan
keriilnek megtervezésre.

Emellett szdmitdsi szempontbol egyszerii reprezenticid és hipotézistér is
kell a hatékonysdg miatt. A til egyszer( reprezentdcié azonban sokszor
komplex hipotéziseket eredményez, pl. predikatumlogika vs. itéletlogi-
ka.

11.2. Dontési fak

Az induktiv tanulds egy konkrét példdja. Feltessziik, hogy x € X diszk-
rét valtozok értékeinek vektora, és f(z) € Y egy diszkrét viltozo egy
értéke (pl. Y = {igen,nem}).

Mivel Y véges halmaz, osztdlyozdsi feladatrol beszéliink, ahol X ele-
meit kell osztdlyokba sorolni, és az osztdlyok Y értékeinek felelnek
meg. (Ha Y folytonos, akkor regressziorol beszéliink.)

Feladat: dontsiik el, hogy érdemes-e asztalra vdrni egy étteremben.
Dontési probléma (mds néven kétosztalyos osztdlyozasi feladat), azaz
Y = {igennem}. Az X halmaz pedig a szituicid lefrdsa viltozok
értékeinek a segitségével. Minden valtoz6 diszkrét. Egy lehetséges
(z, f(x)) példa:

((Vedégek=tele, Varakozas=10-30, Ehes:igen, VanMadsHely=nem,
Esik=igen, Foglalds=nincs, Péntek/Szombat=igen, VanBar=igen), igaz)

Minden példdban minden valtozé értéket kap, a példabdl tehét latszik,
hogy a nyelviink milyen véltozokat tartalmaz. Més szdval a feladat pél-
dahalmaza elemi eseményekbdl, azaz lehetséges vilagokbol all.
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Patrons?

None Some Full

| | |Yes| | WaitEstimate? |

| Reservation? || Fri/Sat? | |Yes| | Alternate?
Nﬂes No Yes /\
| Bar? | | Yes | | | | Yes | | Yes | | F{alnlng’?

No Yes
EET  [yes]
A dontési fa elonye, hogy a dontései megmagyardzhatdk, mert embe-

rileg értelmezhetd 1épésekben jutunk el a dontésig. Pl. a mesterséges
neuréalis hdldkra ez nem igaz.

11.2.1. Kifejezoero

A kifejezberd éppen az itéletkalkulus. Feltessziik az egyszer(iség ked-
véért, hogy a cimke logikai érték (igen, nem).

1. Ttéletek: valtozo értékadasok, pl. Vendégek=senki, Ehes=igen,
stb.

2. Modell: egy x € X viéltozévektor egy modell mert minden itélet
1gazsagértékét megadja

3. Formula: a dontési fabol logikai formula gyarthato, és forditva.
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Fa = formula: vessziik az Osszes olyan levelet amelyen az igen cim-
ke van, és az oda vezetd utakban ,,és”-sel Osszekotjiik az éleket, és az
utakat ,,vagy”-gyal 0sszekotjiik. A fenti példat pl. igy:

Fa = (Vendégek=néhdny) Vv (Vendégek=tele A Vdrakozas=0-10) V ...

Formula = fa: a logikai formula igazsdgtabldjat fel lehet irni fa alak-
ban, ha vessziik a valtozok egy Ay, ..., A, felsorolasat, az A; a gyokér,
Ay értékei az €lek, és az i. szinten a faban minden pontban A; van,
amely pontokbdl az élek A; értékei. Az A, valtozobodl kivezetd élek
mar levelekbe vezetnek, amelyeket az igazsagtablaban taldlhaté érték-
kel cimkéziink. Ezt az értéket a levélbdl a gyokérbe vezetd ut élei altal
meghatarozott igazsigtibla-sor hatdrozza meg.

A fenti naiv faépités nagy fakat eredményez. Kérdés: tomorithetd-e a
reprezenticidja egy formuldnak? Néha nem, pl. paritastiiggvény, vagy
nem nagyon, pl. tobbségi fliggvény. Viszont a gyakorlatban altaldban
lehet tomoriteni, éppen ez lesz a célunk. Pl. ha egy véaltoz6tdl nem fiigg
az igazsagérték, akkor egyaltalan nem kell szerepelnie a dontési faban.

11.2.2. Dontési fa épitése

Adottak pozitiv (igaz) és negativ (hamis) példak ahol minden valtozé
értékét megadjuk, a példa cimkéjével egyiitt, pl.:

((Vedégek=tele, Varakozds=10-30, Ehes=igen, VanMiésHely=nem,
Esik=igen, Foglalds=nincs, Péntek/Szombat=igen, VanBar=igen), igaz)
Ilyen példakbdl adott tipikusan minimum tobb sz4z.

A példdkat ,,bemagolni” konny(: pl. tekinsiik a példdkat az igazsag-
tabla ismert sorainak, €s a formula — fa atalakitasnal leirt modon, a
valtozok sorbarendezésével, épithetiink fat, ahol az ismeretlen igazsag-

tdbla sorokhoz véletlen igazsdgértéket irunk. Ez egy olyan fa lesz amely
konzisztens a példakkal.

De ez magolds, nem fog éltaldnositani: tehdt tomoriteni kellene.
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Otlet: a gyokérbe vegyiik azt a védltozét amelyik a legtobb informaciot
hordozza (legjobban szepardlja a pozitiv és negativ példdkat).

ihihih

A B
N hhh ihi hih
Ezutdn a gyokér minden rogzitett véltozoértékére és a hozza tartozd
példa-részhalmazra rekurzivan ugyanez, tehat az adott részhalmazon a

még nem rogzitett valtozok koziil gyokeret vdlasztunk a részhalmazt
leird részfahoz, stb.

A specidlis esetek amik megallitjdk a rekurziét:

1. ha csak pozitiv vagy negativ példa van, akkor levélhez értiink,
megcimkézziik megfelel6 médon

2. ha iires halmazrél van sz6 (ez akkor lehet ha tobbértéki valtozé a
sziild): alapértelmezett érték, pl. a sziilében a tobbségi dontés

3. ha pozitiv és negativ példa is van, de nincs tobb valtoz6 (ez akkor
lehet ha zajjal terheltek (nem konzisztensek) a példdk): ekkor a
tobbségi szavazattal cimkézhetjiik a levelet

11.2.3. A legjobban szeparalé attribatum

Otlet: adott valtozo ismerete megndveli az informdciot arrdl, hogy egy
példa ,,igen” vagy ,,nem”.

Informdcio: informdaciéelméleti értelemben egy p valdszinliségli ese-
mény informdciotartalma definicié szerint — logp. Ha log,-t haszna-
lunk, mértékegysége a bit.
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Egy p1,...,p, valoszinliségi eloszlds varhatd (atlagos) informdciotar-
talma, mds néven entropidja

H(pi,....pa) = = ) _pilogpi, ahol Zpi =1,

amelynek minimuma 0, ami a maximdlis rendezettséget jeloli, ami-
kor ponosan egy i-re p; = 1ésp; = 0,7 # j. A maximuma pedig
—log(1/n) = log n, ez a maximadlis redezetlenség éllapota.

Legyen egy példahalmazban n*t pozitiv és n~ negativ példa. Ekkor a
példahalmaz entrépidja

nt n-
H , =
nt4+n-"nt4+n-
* * n- n-

log

n
nt+n-

n
nt+n- nt4+n"

1 .
0g o

Az informdcionyereség egy A valtozdéra nézve ugyanebben a példahal-
mazban a kovetkez6:

Nyereség(A) =

H ’n/+ ’ n- _Zn:—_{_n:]—-] +n:— _ +/n/,L_ _ ,
nt+n="nt+n- nt+n- n; +n; n; +n;

i

ami nem mds mint a példahalmaz entrépiajanak és az A valtozé le-
hetséges értékei szerinti felosztds utdn keletkezd részhalmazok atlagos
entropidjanak a kiilonbsége, ahol n; és n; az A vdltozé i. lehetséges
értékét tartalmaz6 pozitiv ill. negativ példak szdma.

Ennek fényében vilasszuk a maximalis nyereségli valtozot a gyokérbe.
Zajsziirés az attribatumvalasztasban

Emlitettiik a magolés problémadjat. Hasonl6 (de nem ugyanaz) a tiilil-
lesztés problémdja, ahol ,,tilsdgosan pontosan” illesztjiik az adatokra a
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modellt, ami akkor fordul el8, ha tdl dltalanos (nagy kifejezberejli) a
modelliink (pl. magas fokszdmu polinom szemben a linedris kozelités-
sel), vagy ha tul kevés a példa. Ilyenkor méar 4ltaldban a zajt reprezen-
tdljuk, nem a 1ényeget, €s az altaldnositdsi képesség ezért csokken.

PI1. ha dobdkockéval dobjuk a példikat, és lejegyziink irrelevans attri-
butumokat, pl. a kocka szinét, a dobds idejét, stb. Az irrelevans attribu-
tumok informécidnyeresége elméletben nulla. A gyakorlatban viszont
nem (véges szamu minta), tehat felépiil egy dontési fa, ami értelmetlen:
tulillesztettiik.

Zajt szlirhetiink ugy, hogy megnézziik, hogy az informécidnyereség sta-
tisztikailag szignifikdns-e?

Pl. x? préba: legyen a kocka szine szerinti felosztdsban az i szinti koc-

z z . 2 z + z — + _ + - _ —
kdhoz tartozé mintdk szdma n;” ésn;, Y .n =n*, > . n; =n". A
null hipotézishez tartozé pozitiv és negativ példdk szama legyen

. S+ nl+n;
i =nt——=>" ¢ n; =n ——-"

nt+n-’ ’ nt+n-
A null hipotézis szerint tehdt minden szinre a pozitiv és negativ példdk
aranya ugyanaz mint a felosztas el6tt. Ekkor a

(n; —n)>  (n; —n;)?
D:Z S+

statisztika értékét kell a x? eloszldssal dsszevetni, és ha nem tudunk a
null hipotézis elvetése mellett donteni, akkor nem osztunk fel az adott
valtozo szerint.

Ez az algoritmus a x? metszés.
Néhany gyakorlati megjegyzés

Hidnyos adatok: Egyes példakbol hidnyozhatnak bizonyos attributu-
mok értékei. Ekkor pl. minden lehetséges értéket behelyettesitve (eset-
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leg a tobbi példdban szerepld gyakorisdgnak megfelelen) felvehetiink
Uj példakat.

Sokértékii attribiitumok: Nagy informécionyereség azért mert sok az
érték (nem feltétleniil a j6 szepardcié miatt). Vannak moédszerek arra,
hogy normalizaljuk a nyereséget magaban az attribitumban 1év6 infor-
méaciomennyiséggel.

Folytonos vdltozok: Epl’thetiink fat, de ehhez diszkretizalni kell a val-
tozo6t. A diszkretizacié minden pontban, ahol az adott valtozé szerint
szeparalunk, lehet akar mas, pl. optimalizalhatjuk vele az elérhetd nye-
reséget.

Folytonos kimenet: Ez mér sok triikkot igényel: regresszios fa, ahol a
leveleken egy fiiggvény van, amely a levélhez vezetd tton 1évé valto-
zoktol fiigg.

11.3. Induktiv tanuléalgoritmusok
kiértékelése

Hogyan buktatjuk le a magoldkat €s a tulillesztést?

Legegyszerlibb mddszer: a példakat két részre osztjuk: (1) tanulo
(training) halmaz és (2) teszt halmaz. A tanulé halmazon allitjuk el6
a hipotézist (pl. dontési fat), €s a teszt halmazon értékeljiik ki.

A kiértékelés mérdszama sokféle lehet. Legegyszeriibb a pontossdg
(accuracy), ami a jol osztalyozott példak szdzalékos ardnya. Ennek egy
hibdja, hogy pl. ha a példak tilnyomo tobbsége valamelyik osztalyba
tartozik, pl. pozitiv, akkor nagy pontossagot kapunk akkor is, ha min-
denre vakon azt mondjuk, hogy pozitiv. Vannak egyéb mértékek amik
ezt kezelik, itt nem targyaljuk.

Keresztvaliddcio (cross validation): Hogy lehet a leghasznosabban fel-
hasznélni a példdkat tesztelésre? Sokféle tanuld/teszt felosztas kell:
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1. Osszuk fel a példahalmazt k egyenld részre.

2. Epitsiink & modellt a kovetkez6képpen: egy modellhez vegyiink
egy részhalmazt teszthalmaznak, és a maradék k — 1 részhalmaz
unidjan tanitsuk a modellt.

3. Ertékeljiik ki mindegyik modellt a sajét teszthalmazén, és vegyiik
az értékelések atlagit.

Igy minden példa tanuld és teszt példa is egyben. A leginformativabb az
az eset amikor & éppen a példak szama (leave-one-out cross validation),
de ez nagyon id6igényes. Leggyakrabban £ = 10.

Kukucskdlds (peeking) probléma: Hidba szepardljuk a teszt halmazt,
illetve hidba alkalmazunk keresztvalidaciot, ha a teszt halmazon vagy
keresztvaliddcié sordn latott teljesitmény alapjdn optimalizdljuk az al-
goritmusunk paramétereit, akkor implicit médon a teszthalmaz is hatés-
sal lesz, és onnantdl fogva nem tudjuk, hogy az algoritmus milyen j6l
altalanosit. Elvben minden paraméterbeallitdsnal 4j teszthalmaz kelle-
ne.

Ennek kezelésére sokszor a tanuld és teszt halmazok mellet elkiiloni-
tiilnk egy validdcios halmazt is, és fejlesztés kozben ezt hasznaljuk tesz-
telésre, a teszt halmazt pedig csak a végsd kiértékelésben. Keresztvali-
dé4cio esetén a tanuld halmazon végziink keresztvalidaciokat fejlesztés
kozben, és itt is egy eldre elkiilonitett teszt halmazt haszndlunk a leg-
végso kiértékelésre.

11.4. Példanyalapi tanulas

Adottak (z1,v1), ..., (2, yn) példdk. Otlet: adott z-re az y-t az x-hez
,kozeli” példdk alapjan hatdrozzuk meg. Hogyan?
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11.4.1. Legkozelebbi szomszéd modellek

1. Keressiik meg x k legkozelebbi szomszédjat (k pl. 5 és 10 kozott).

2. A h(x) értéke ezen szomszédok y-jainak dtlaga (esetleg tavol-
saggal sulyozva) ha y folytonos, ha diszkrét, akkor pl. tobbségi
szavazata a szomszédoknak.

Stiriiség kozelitése: Ha x4, ..., x, példik adottak (y nélkiil), akkor a
P(X) stiriség kozelitésére is jo: adott x-re nézziik meg, hogy a k leg-
kozelebbi szomszéd mekkora teriileten oszlik el. P(x) ekkor forditottan
ardnyos a teriilettel. A k£ megvalasztdsa fontos.

Tdvolsdg fiiggvény: D(xy,x5). Diszkrét esetben pl. Hamming tavol-
sdg: a kiilonbozd jellemzdk szdma (pl. Hamming(001,011)=1 (bindris
jellemzGk)). Folytonos esetben pl. euklideszi tavolsdg (||z1 — x2||2),
Manhattan tavolsag (||z; — z2]1), stb. Az x; példa éltaldban egy jellem-
z0ket tartalmazé vektor. Folytonos jellemz&ket normalizalni kell (pl.
testhdmérséklet €s magassdg nem ugyanaz a skala). Erre egy lehetdség
a standardizdlds, amikor a jellemz&bdl kivonjuk az atlagot és elosztjuk
a szorassal. Egy masik lehet6ség, hogy a jellemz6t adott intervallumba
skaldzzuk (pl. [0, 1]), de ez csak akkor lehetséges, ha a jellemz&nek van
alsé és felsé korlatja.

Egyszert, de sokszor jo algoritmus. Hibdi:

1. érzékeny a tavolsagfiiggvény definicidjara

2. sok példa esetén koltséges a k legkdzelebbi szomszédot megtalal-
ni (bar vannak algoritmusok és adatszerkezetek amik segitenek,
kiilon kutatasi teriilet)

3. hasok jellemzd van (sokdimenzids a tér) akkor a tdvolsag nagyon
nem intuitiv. Pl vegyiink n példat egyenletes valdszintiséggel
a d dimenzids egységnyi oldald hiperkockabdl. Mekkora kocka
tartalmaz vérhatéan k példat? Egy b oldald kocka, ahol b¢ = & /n.
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Ebbsl b = (k/n)/9, pl. han = 10%, k = 10, d = 100, akkor
b~ .89

11.4.2. Kernel modszerek

Vegyiink egy K, (x) eloszlast (ill. stirliségfiiggvényt, ha folytonos val-
tozok), amelynek p a vérhato értéke. Minden x; példdhoz a kernelfiigg-
vény a K, (z) figgvény. Az adatok eloszlasat (stirtiségét) becsiilhetjiik:
P(z) = £ 3" | K, (x); il ha (2;,y;) alakiak a példdk, akkor h(z) a
kernelfiiggvénnyel stlyozott atlaggal (ill. szavazdssal, diszkrét esetben)
kozelithetd. Itt minden példanak van szerepe, de tavolsdggal stlyozva.

11.5. Hipotézisegyiittesek

Sokszor érdemes tobb modellt gyartani,
esetleg sokfajta modellt mas algoritmusok-
kal, és pl. tObbségi szavazast alkalmaz-
ni. Miért? (1) A kiilonb6zé6 modellek
hibdi nem ugyanolyanok, idedlis esetben
egymadstdl fliggetlenek, tehat statisztikai-
lag megbizhat6bb eredményt adhatnak (2)
egyszerl modellek kombinacidja ekviva-
lens lehet komplexebb modellekkel (4bra).

11.5.1. Turbézas (boosting)

Gyenge modellek egyiittesét éllitja eld, mikdzben az egyes modelleket
és a példédkat is sdilyozza. Bérmilyen tn. gyenge algoritmust ,,feltur-

2

boéz”.

Fontos, hogy feltessziik, hogy minden (z;,y;) példdhoz egy w; stlyt
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rendeliink, és ezt a tanul6 algoritmusnak kezelni kell tudni. P1. a dontési
fa tudja kezelni, mert a pozitiv és negativ mintdk szdmoldsa helyett a
sulyokat dsszegezhetjiik.

Nagyvonalakban, az L algoritmus gyenge, ha a tanité példak felett jobb
modellt 4llit el mint a taldlgatds (a sulyokat is figyelembe véve), picit
pontosabban: nagy valdszintis€ggel olyan modellt kapunk, amely na-
gyobb mint 50% valoszintliséggel osztalyoz egy véletlen példat jol. A
pontos formalis definiciét nem vezetjiik be (PAC tanulast kellene tar-

gyalni), a gyakorlatban ,.értelmes de egyszeri” algoritmusokkal érde-
mes kisérletezni.

AdaBoost (példék, L, M)
// példdk: (x_i,y_1i), 1i=1,...,N
// L: gyenge tanuld algoritmus
// M: hipotézisek szama az egylittesben
// w_i: 1. példa sulya, kezdetben 1/N
// h_i: i. hipotézis (i=1,...,M)
// z_i: h_i stulya
1 for m=1 to M

2 h.m = L(példédk, w)

3 hiba = 0

4 for j=1 to N

5 if h m(x_j)!=y_j then hiba = hibatw_j
6 for 3j=1 to N

7 if h.om(x_J)==y_7]

8 then w_j = w_j*hiba/ (1-hiba)

9 normalizaljuk w-t (&sszeg legyen 1)
10 z_m = log( (l-hiba)/hiba )

11 return sulyozottTdbbség(h, z)

Pl. L lehet dontési tonk, azaz olyan dontési fa, amely csak a gyokeret
tartalmazza (egy véltozot).

A nehéz példak és a j6 hipotézisek nagyobb sulyt kapnak.
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Erdekes, hogy a tilillesztés nem jelentkezik ha néveljiik M-et, s6t, az
altalanositds egyre jobb lesz. Rengeteg elméleti eredmény ismert a té-
maéban, de ezeket nem targyaljuk.

11.6. Induktiv tanulas optimalizacioval

Messze a legnépszerlibb megkozelités.

Szokds szerint adottak az {(x1,41), ..., (zn, yn)} € X x Y példdk, és
ah*: X — Y fiigvényt keressiik amely a példdkra jol illeszkedik, és
JOl is dltalanosit. Az optimalizdciés megkozelitésben a A hipotézistér
felett a példakat legjobban kozelitd h* hipotézist egy optimalizalasi fel-
adat megoldasaként keressiik. Ehhez definidljukaz ¢ : X xY xH — R
veszteségfiiggvényt (loss function), amely egy (x,y) € X x Y példa-
ra megadja, hogy az adott h € H hipotézis ,,mennyi bajt okoz” az
adott példan. Egy lehetséges veszteségfiiggvény pl. a négyzetes hiba:
U y,h) = (hx) — y)2.

Ha rogzitettiik a veszteségfiiggvényt, akkor az optimalizélési feladatunk
a kovetkezo:

h* = i . h).
argggggf(xuyu )

Fontos: az optimalizalas alapi megkozelités tervezésekor harom alap-
vet6 dolgot kell megtervezniink:

1. A H hipotézistér
2. Azl veszteségviiggvény

3. Az optimalizal6 algoritmus

Ezek a komponensek egymdstdl viszonylag fiiggetlenek, adott alkal-
mazdsban gyakran lecserélhet6 barmelyik a masik kett6 véltozatlanul
hagydsa mellett.
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A legtobb eszkdzben szamos optimalizdldsi médszer van megvaldsitva,
tehat az elso kettd feladatra kell leginkabb koncentrélni.

11.6.1. Linearis regresszio

Az egyik legegyszerlibb példa a linearis regresszid. Ebben az alkalma-
zasban, egy dimenzids esetben itt X = Y = R. A hdrom {6 komponens
a kovetkez6:

1. H={hyp(x) =ax +b:a,be R}, azaz a linedris, eltolast () is
tartalmaz6 fiiggvények halmaza

2. U(x,y, hap) = (hap(x) — y)* = (ax + b — y)?, azaz a négyzetes
hiba

3. Az optimalizdl6 algoritmus legyen a gradiens modszer (gradient
descent)

Ahogy a 12.4.2 fejezetben targyaljuk, a négyzetes hiba valasztisanak
elméleti motivaciot lehet adni, t.i. ha az adatok ugy keletkeznek, hogy
ténylegesen linedris Osszefliggés van, de normdlis eloszlasu zaj adodik
az y ért€kekhez. Ekkor négyzetes hiba veszteséget valasztva varhat6
értékben visszakapjuk a tényleges linedris Osszefiiggést.

A d dimenziés eset, ahol X = R4, teljesen hasonléan kezelhetd, ek-
kor a,r € RY, az ax szorzat pedig vektor-belsészorzatként értendd, de
egyébként minden ugyanaz.
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Linedris regresszio

y=ax+b

(Xivyi) \

Gradiens modszerek altalaban

ErintSleg emlitettiik kordbban, hogy a gradiens médszerek csalddja a
differencidlhat6 fiiggvények korében az altaldnos hegymaszé mddszer
alkalmazdsanak felel meg.

Tegyiik fel hogy f : R — R differencidlhaté. Az f’(x) derivélt nulla, ha
x lokdlis szEls6érték, pozitiv, ha f novekszik, és negativ, ha f csokken
x-nél. Tehat valamely elég kicsi v > 0 esetében ha

Tyl = T — fyf'(act),

akkor f(z;11) <= f(x;). Tehdt ez megfelel egy hegymdszé 1épésnek.

Ez inspirdlja a gradiens mddszert, amelyet valamely tetszdleges x( kez-
d6&értékbdl inditunk, majd kiszamoljuk az

Tiy1 = T — 'th/(xt)

képlettel az x; sorozat elemeit, amelyre azt szeretnénk, hogy kozelitse
f egy lokalis minimumat. Megfelel ~, valasztdsa esetén ez garantalt,
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azonban a pontos 7, nem mindig ismert. A gyakorlatban vagy v, = vy
konstans értéket hasznalunk, ami elég kicsi ahhoz, hogy a rendszer kon-
vergdlni tudjon, vagy idGvel csokkentjiik, pl. 7, ~ 1/t, ami emlékeztet
a szimulalt hiités mddszerére.

A ~; elnevezése a gépi tanuldsban tanuldsi rdta (learning rate).

Ha f : R — R egy d dimenzi6s differencidlhaté fiiggvény, a fenti
médszer valtoztatds nélkiil alkalmazhat6, hiszen a V f(z) € R? gradi-
ens vektor a legnagyobb novekedés irdnyaba mutat, igy

Tiy1 = T — %Vf(xt)

hasonldan viselkedik.

Gradiens mdédszer a linearis regressziora

Visszatérve a linedris regresszidhoz, a minimalizdland6 fiiggvény tehat

J(a,b) = ZE(:UZ-, Yis hap) = Z(awi +b—y)?
i=1 i=1
Erre pedig
oJ n
(@) 2z;(ax; + b — ;)

Ezt a képletet a gradiens mddszerben alkalmazva megkapjuk a linedris
regresszio frissitési szabdlydt (update rule):

ey = ar — v Y 2ai(apw; + by — yi)

=1

n

bit1 =b — Z 2(ax; + by — i)

=1
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Sztochasztikus gradiens modszer
A minimalizdland6 J(a,b) = Y"1 | (@, y;, hayp) fliggvény Osszeg alak-
ban 4ll el6 a legtobb esetben: minden példa hozzdjarul a veszteséghez.

A gradiens mddszer frissitési szabdlydban megtehetjiik, hogy nem az
egész Osszeget haszndljuk fel, hanem egyszerre csak egy (z,y) példat:

Ti41 = T — f)/tvg@v? Y, ha,b)-

Ezt a frissitési szabdlyt pedig alkalmazzuk az Osszes ismert példara,
akar véletlenszeri sorrendben, akar visszatevéses mintavétellel, akar fix
sorrendben, a mddszer a gyakorlatban miikddni fog, megfeleld +; hasz-
ndlata mellett.

Kiilonosen nagy adatbazisok esetén eldnyds, gyakran gyorsabb konver-
gencia érhetd el kevesebb szamitasi igénnyel.

11.6.2. Logisztikus regresszio

Itt szintén X = R, de Y = {0, 1}. Itt a linearis modell nem lesz jO,
valami mas hipotézisteret kell vdlasztani. Legyen ez a hipotézistér a
logisztikus fiiggvények halmaza, a kovetkez6képpen:

1. H = {hap(z) = 1/(1 + e~ @F)) : ¢ b € R}, azaz a logisztikus,
eltoldst (b) is tartalmazo6 fiiggvények halmaza

2. Uz, y,hap) = —log P(y|x, hap), azaz a h,; hipotézis negativ
log likelihoodja

3. Az optimalizal6 algoritmus legyen a gradiens modszer
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Logisztikus regresszié
1 ® o o

A log likelihood veszteség megértéséhez értelmezziik a h,, ;, logisztikus
fiiggvényt egy valdszinliségként, amely megmondja, hogy a h, ;, hipoté-
zis szerint egy adott x példa y cimkéje mekkora valészintiséggel 1. Mds
széval, tegyiik fel, hogy P(1|z, hep) = 1/(1 + e~(@2%b)), Vezessiik be
ag(z) =1/(1+ e™) jelolést, tehdt ekkor P(1|x, hyyp) = g(ax + b), és
P(0|x, hap) = 1 — g(ax + b). Kihasznélva, hogy y értéke vagy 0 vagy
1, egy (z,y) példa esetében egy képletben ki lehet fejezni az y cimke
valdszintiségét a hipotézis szerint:

P(y|x, hap) = glaz + b)Y(1 — g(ax + b)) Y.

Ezt a valdszintiséget a h,, , hipotézis likelihood-janak nevezziik az (x, y)
adatranézve. A h,; hipotézis likelihoodja a teljes példahalmazra nézve,
feltéve hogy a példdk egymastol kolcsonosen fliggetlenek:

Py, ..., yn|T1, ..o Tpy hap) =

n

[ Pwili. has) = T] glaz: +5)2(1 — glaw; + b))

i=1 i=1
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Ez a val6szintiség minél nagyobb, anndl ,, jobb” a modell, tehat ennek a
maximalizdldsaként definidlhatjuk az optimalizalasi feladatot. Viszont
ez egy szorzat, nem pedig 0sszeg, ezért nehéz gradienst szamolni a gra-
diens médszer szdmdra. A szokdsos triikkk ennek a kezelésére, hogy
vessziik a logaritmusat a likelihoodnak, ez lesz a log likelihood. Mivel
a logaritmus monoton fiiggvény, a nagysagi sorrendet nem véltoztatja
meg, tehat a logaritmus maximumhelye ugyanott lesz mint az eredeti
maximumbhely. A negativ log likelihood pedig ennek a minusz egysze-
rese, ami mar minimalizaladsi probléma, téhat passzol az eddigi veszte-
ségminimalizdlasi keretiinkbe:

J(a,b) = —log P(y1, ..., Yn|®1, .. 2, hap) =

- Z log P(yi\ﬂfm ha,b) =

=1

- Zyz log g(az; +b) + (y; — 1) log(1 — g(ax; +b)).

=1

A linedris regresszi6hoz hasonldan itt is vessziik ennek a gradiensét,
ami kiszdmolas utdn a kovetkezdének adddik:

91 "~ (zi(g(ax; + b) —y;
V.J(a,b) = <§_J) = 2_;( ;‘C(]((m ++b))— yzj))

Ezt a képletet a gradiens mddszerben alkalmazva megkapjuk a logiszti-
kus regresszio frissitési szabalyat:

A1 = Ay — VYt Z vi(g(arz; + by) — i)

=1

n
b1 =0 —n Z glagz; +be) — i
i=1
Természetesen it is lehet X = R, ekkor a,z € R?, az ax szorzat pedig
vektor-belsdszorzatként értendd, de egyébként minden ugyanaz.
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11.7. Mesterséges neuralis halok

11.7.1. Kiilonallo neuron

A mesterséges neuron egy modellje az dbran lathato.

bemeneti bemeneti aktivacios kimenet kimeneti
kapcsolatok fliggvény fliggveny kapcsolatok

/
D\

Az x; a j. bemeneti ért€k, a w; a j. bemenet silya. A wy az eltoldssily
(bias weight), x( pedig fix bemenet, mindig -1. A bemenetek éltalaban
tetszdleges valds szdmok lehetnek, bar néhdny alkalmazédsban lehetnek
korlatosak is. A sulyok is valés szamok. A bemenetekbdl és a stlyokbdl

el6szor a
T

d
ijwj:(wl,...,wd) : — Wy
Jj=0 Tq

Osszeget szdmolja ki a neuron, majd az Osszeg végeredményén alkal-
mazza az aktivdcios fiiggvényt.
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L &6 4 &lin)

//_

in; in;

(a) (b)

+1

Aktivdcios fiiggvény (g): Eredeti célja, hogy ha ,,j6” input jon, adjon
1-et vagy ahhoz kozeli értéket (a neuron tiizel), ha ,,rossz” input, akkor
0-t vagy ahhoz kozeli értéket. Ma mar az aktivacios fiiggvénnyel kap-
csolatban nem kovetelmény, hogy a [0, 1] intervallumbdl adjon értéket,
de nemlinedrisnak kell lennie, kiilonben felesleges lenne, hiszen akkor
a sulyokkal is kifejezhet6 lenne. Példak implementéacidkra:

* Kiiszobfiiggvény: g(z) = Ohax <= 0, g(r) = L haz > 0.
Ekkor a neuronunk a klasszikus perceptron lesz.

* Szigmoid fiiggvény: g(z) = 1/(1 + e 7).

* Rectifier aktivicio: g(z) = max(0, x). Ha a neuron ezt haszndlja,
ReLU-nak hivjuk (rectifier linear unit).

Eppen wy-ndl fognak viltani, ez az eltoldssily szerepe. Egy neuron
h.(z) kimenete az x input esetén

ho(z) =g [Z xjwj] = g(w - ),

J=0

ahol w - x a w és x vektorok belsd szorzata és xg = —1. Aw-x =
0 egyenlet egy d — 1 dimenzids hipersikot hatdroz meg, amely a wy
eltolassuly miatt nem feltétleniil megy at az origdn. Pl. had = 2, azaz az
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input 2 dimenzids, akkor egy tetszéleges helyzetli egyenest. A neuron
mint osztdlyozo tehat a teret két részre osztja egy hipersikkal, és w - x >
0 esetén (ami szigmoid neuron esetén azt jelenti, hogy g(w - z) > 0.5)
elfogadja az inputot, egyébként nem.

Tehat csak linedrisan szepardlhato fiiggvények reprezentdlhatok hiba
nélkiil. A XOR logikai miivelet példdul nem linedrisan szepardlhato.
Ehhez gondoljuk meg, hogy sok logikai miiveletet reprezentdlhatunk
neuronnal, pl. d = 2, w; = wy = 1 és wy = 0.5 esetén a kimenet
éppen x; V x5 (ha az input 0 vagy 1 lehet csak). Ha itt wy = 1.5-6t
vesziink, akkor 1 Az, Végiil: had = 1, w; = —1 és wy = —0.5 akkor
—z1. De a XOR esetében nem létezik szepardl6 sik, tehdat semmilyen

z 2

paraméterekkel nem lesz j6. Mit tehetiink? Kétrétegti hdlo (késdbb)!

I

(a) I, and I, (b) Iyor I, (c) I, xor I,

P1. a tobbségi fiiggvény linedrisan szepardlhat6 (és ez dontési faval ne-
héz). Magas dimenzidban sok probléma linedrisan szeparédlhat6 lehet,
pl. képek osztilyozasa is akdr. (Ugyanakkor sok neuronnal és tobb ré-
teggel barmilyen halmaz ,,kiszabhat6”, nem csak a linedrisan szeparél-
haté esetek.)

11.7.2. Szigmoid neuron tanulé algoritmusa
Vegyiik észre, hogy a szigmoid aktivicids fliggvényt haszndlé neuron

altal definidlt hipotézistér nem mads, mint a linedris regresszidban hasz-
nalt hipotézistér. Tehat ha a tanité adatbdzisban a cimkék halmaza
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Y = {0,1}, akkor hasznédlhatjuk a linedris regressziénal latott vesz-
teségfiiggvényt is.

Tehdt a szigmoid neuron tanitdsi problémdja teljesen megegyezik a lo-
gisztikus regresszidval!

Leggyakrabban a szintén korabban targyalt stochasztikus gradiens méd-
szert szokds alkalmazni mint optimalizal6 algoritmust, mivel az adatba-
zisok mérete hatalmas éltaldban, és jobb egyesével felhasznélni a pél-
dédkat, azzal szemben, mint ha az egész adatbdzison szamolt gradienssel
frissitenénk a sulyvektort.

11.7.3. Tobbrétegii halok

Hdlozatokat szoktunk épiteni neuronokbdl. Az dbran egy eldrecsatolt
(feedforward) héldzat lathaté (most nincsenek eltolassulyok az egysze-
riiség kedvéért, de egyébként kellenének mindharom neuronndl). A be-
menet z1 €s xo. Ez a bemeneti (input) réteg (szdgletes csicsokkal jelol-
ve). A kimenet az 5. neuron kimenete, ez a neuron alkotja a kimeneti
(output) réteget. Itt egy db. rejtett rétegiink van amit a 3. és 4. neuron
alkot. A kovetkez6 fiiggvénnyel ekvivalens a halo:

ho (21, 22) = glws 59(w1 321 + W 3%2) + Wi 59(W1 421 + Waa%2)]

wl 3

Rekurrens halok azok amikben van kor. Ez dinamikus rendszert defini-
al, ami vagy konvergdl vagy nem (ilyet most nem néziink).
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Rétegek: az eldrecsatolt hdldzatokat adltalaban rétegesen definidljuk: in-
put, output és rejtett rétegek, ahol kapcsolatok egy rétegen beliil nincse-
nek, és a kapcsolatok mindig elére mutatnak, azaz az input irdnyabdl
haladnak az output irdnydba. Legtobbszor szomszédos rétegek kozott
van csak kapcsolat. Egy rejtett réteggel mér barmilyen folytonos fiigg-
vény kozelithetd. Az dbran kettd ill. négy neuronos rejtett réteget hasz-
ndaltunk, és egy output neuront.

hw(x1 %) h, (%4, %)

ORNWRUIN~I0XO

11.7.4. Tobbrétegii halok tanulé algoritmusa

Tegyiik fel, hogy a tobbrétegli halonkat osztdlyozasi feladatra hasznél-
juk, és két osztalyunk van, tehdt a példahalmazunk a logisztikus reg-
ressziondl létott alakot 6lti: X = R?ésY = {0, 1}.

A tobbrétegii hal6 struktirdjat rogzitjiik, és feltessziik, hogy egy kime-
neti neuron van, amelynek kiiszobfiiggvénye [0, 1]-b8l vett értéket ad,
ez lesz a kimenet. A hipotézisteret a w sulyvektor (amely az 0sszes
kapcsolat stlyait tartalmazza) lehetséges értékei alkotjak.

Itt is az optimalizacié alapui megkozelitést alkalmazzuk. Ennek a harom
komponense lehet pl.:

1. H = {hy, : w € R™}, ahol h,, : RY — [0,1] egy rogzitett
struktdrdju, w sdlyokkal rendelkez6 tobbrétegli neuronhalo
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2. U(z,y, hy) = —log P(y|x, hy), azaz a h,, hipotézis negativ log
likelihoodja

3. Az optimalizal6 algoritmus legyen a gradiens modszer

A nehézség természetesen a gradiens meghatdrozasa egy sok neuronbél
allé komplex hal6zat esetén. A gyakorlatban a népszer( keretrendsze-
rek ezt a terhet leveszik a programoz6 véllardl az automatikus differen-
cidlds segitségével, ahol is csak a struktdrat kell megadni, €s a tobbit a
rendszer ,,intézi”’ a szamunkra.

A sokat emlegetett visszaterjesztés (backpropagation) algoritmus is va-
16jdban a gradiens kiszdmoldsara szolgal. Azért hivjdk visszaterjesz-
tés algoritmusnak, mert a moduléris szerkezetli neuronhaldk esetében
a gradienst is ,,hatulrél visszafelé” moduldrisan lehet szamolni adott
struktdra esetében. Ezt fel lehet gy is fogni, mintha a kimeneti ré-
tegen jelentkezd veszteség érték visszafele terjedne a rejtett neuronokra
bizonyos szabdlyok szerint. Ennek levezetését nem targyaljuk.

Ha nem csak egy, hanem £ osztalyt kell tanulni, akkor lehet k& db. két-
osztalyos halot tanitani, azaz minden osztdlyra kiilon hélét, ahol a nega-
tiv példdk az Osszes tobbi osztily példdi, és egy ismeretlen példa oszta-
lyozésa sordn ekkor a maximalis kimenet(i hdl6 lehet a keresett osztély.
Lehet egyetlen halot is haszndlni, de £ kimeneti neuronnal, ilyenkor eh-
hez illeszkedd veszteségfiiggvényt kell haszndlni, pl. kereszt entropia
veszteség (cross entropy loss).

11.8. Modern neuronhalo-architekturak

A jelenleg haszndlatos neuronhdldk jellemz&en nagy méretiiek és sza-
mos triikkkot haszndlnak, amelyek a teljesitményt javitjdk. Maradunk a
leggyakoribb eldrecsatolt halokndl. Ezek rétegekbdl épiilnek fel. Né-
hany rétegtipust targyalunk, amelyekbdl komplett architektirdk épithe-
t6k fel moduldrisan.
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11.8.1. Teljesen osszefiiggo réteg

Az édbra (bal oldal) egy £ neuronbdl allo teljesen osszefiiggd (fully con-
nected) réteget szemléltet, amely egy d dimenzids inputot £ dimenzids
outputra képez. Az Osszes input 0ssze van kotve az Osszes neuronnal.
Osszesen tehdt d - k kapcsolat van, mind kiilon sillyal. Az eltoldsi si-
lyokat is beleszamolva tehét d - k£ + k suly sziikséges.

input teljesen dsszefliggd réteg input 1D konvolucios réteg

lépéskdz=1, sz(irbméret=3

11.8.2. Konvolicios réteg

Gondloljuk meg, hogy a teljesen 0sszefiiggd réteg az input minden per-
mutécidjara ekvivalens tanuldsi feladatot jelent. Ha az input pl. kép,
ez egyértelmiien tdl 4ltaldnos reprezentacid, mert egy képen fontos a
pixelek szomszédsagi relacioja, tdvolsaga.

A konvoluciés réteg olyan inputokra lett kitaldlva, ahol a szomszédsagi
relacio fontos (pl. kép, hang, stb). Az dbra jobb oldala egy konvolicids
réteget szemléltet, amely 1D struktirdju inputra (azaz vektorra) miko-
dik.

A teljesen Osszefiiggd réteghez képest két kiilonbség van: (1) a réteg
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teljesen azonos neuronokbdl all, amelyek silyai megegyeznek, és (2)
minden neuron csak egy rogzitett 6sszefiiggd savot lat az inputbdl (az
abran ennek szélessége 3).

Az abran szemléltetett réteg tehat leirhaté minddssze 3 db. sullyal, k-tdl
és d-t0l fiiggetleniil. Ez drasztikusan kevesebb mint a teljesen 0sszefiig-
g6 réteg sulyainak szama.

Fel lehet gy is fogni, hogy egy 3 szélességli szifrovel végigpasztazzuk
az inputot. A lépéskoz (stride) (S) paraméter és a sziirdméret (F') ha-
tdrozza meg az output dimenzijat, ami [(d — F + 1)/S]. Ha F' > 1,
ez mindig kevesebb mint az input dimenzié. Ha nem akarjuk, hogy
csokkenjen a dimenzid, akkor alkalmazhatunk nulla feltoltést (zero pad-
ding), azaz az input széleihez a sziikséges szadmu nulla értéket csatolunk.

input 2D konvol(cios réteg

@@@O

o
o
o
o

11 X12

21

31 32

X

41 | N42

olo|lo|o|o|o
<
x| X
N
x| x| x
B o
x| x| x
B
olo|fo|ofo|o

Iépéskdz=1, szlr6méret=3x3, nulla feltdltés=1

Ha az input szomszédségi relacidja 2D (azaz matrix, pl. képek), akkor
2D konvolucos réteget is lehet hasznalni. Ilyenkor a neuronok is 2D
elrendezésben vannak, mert igy tovdbbi 2D konvolucids rétegeket lehet

egymds utdn alkalmazni. A példdban 3x3-as sziir0 szerepel, ez 9 sullyal
leirhato.

A matrix inputnak sokszor mélysége is van, pl. szines RGB képeknél a
mélység 3. Ekkor az input egy 3D tenzor, és a szlir6nek is van egy har-
madik dimenzi6ja amely a teljes mélységet lefedi. Tehat pl. 3x3x3-as
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sz(ir6t alkalmazhatunk, ez 27 sillyal rendelkezik. Erdekes kovetkez-
mény, hogy itt akdr 1x1-es sziirnek is értelme lehet, a mélység miatt
ez valdjaban 1x1x3-as sz{ir6 lesz, ami a rétegeket kombindlja Ossze.

A gyakorlatban egy konvolicids rétegben tobb azonos méretii sz{ird is
lehet, amelyek egyiitt egy 3D tenzor kimenetet képeznek, ha az egyes

szlrok 2D matrix kimeneteit ,,egymadsra fektetjiik”. Tehdt a konvolicios
réteg jellemzden 3D tenzor inputbdl 3D tenzor outputot készit.

Input (X XY ,xZ,) 3D konvolucios réteg (X,xY,xZ,)
Z Z
X X

1 2

11.8.3. Pooling réteg

Az input réteg méretének csokkentésére szolgdl. Méretet lehet csok-
kenteni a convolucids 1épéskdz paraméter novelésével is, tehdt pooling
réteg nem mindig van.

A leggyakoribb a max pooling mddszer. Pl. egy ilyen (2x2)-es max

sy 2

szlrot alkalmazhatunk 2-es 1€péskozzel.

input 2D max pooling réteg
N 2 | 4
6 | 8
5|16 |78 >
3| 4
3|2|1/(0 :
112 S Iépéskoz=2, sz(iréméret=2x2
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3D inputndl minden mélységi rétegre fiiggetleniil alkalmazzuk a 2D
max pooling sz{ir6t, az output mélysége tehat valtozatlan lesz.

11.8.4. Softmax output réteg

Felfoghat6 a szigmoid neuron &ltalanositasdnak, ahol nem 1 kimenet
van hanem k. A kimenet egyre 0sszegzddik és 0 és 1 kozotti értékeket
tartalmaz, ezért sokszor valdszinliségi eloszldsnak értelmezziik. Akkor
kell alkalmazni, ha a lehetséges cimkék egymadst kolcsonosen kizdrjdak
(pl. kutya, macska, 19, stb.).

input logit réteg softmax output
W d k
X 11 _ .
1 51_2 Wi X; 651/2 e’
51 Wa =0 i=1

12

d k
2 —
SZ—Z W, X; eszlz e’
i=1

i=

d2

== O

1k

k

2k d Sk/ s

= e"/ . e"
%q Sk_zwikxi —
i=

ok i=0

A softmax output réteget megel6z6, szummadkat tartalmazo réteget szo-
kas kiilon rétegként kezelni, amelynek neve logit réteg. Ez félrevezetd
szOhaszndlat, de elterjedt. Azt jelenti, hogy aktivaciés fiiggvény nél-
kiili értékek vannak benne, és szinte mindig egy szoftmax output réteg
koveti.
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11.8.5. Példa architektara: AlexNet

Az AlexNet architektira az egyik elsé mélyhalé!. A neuronok rectifier
aktivaciot haszndlnak. A kimenet softmax & = 1000 osztéllyal.

input konvolucio max pool konvolucio max pool
kép méret=11x11 méret=3x3 méret=5x5 méret=3x3
lépésk6z=4 lépésk6z=2 lépésk6z=1 lépésk6z=2

nulla feltéltés=2

™ © ©
© ©
To] To]
x (o)) (o)) al al
N | —P o} —P o~ — & —p oFf)' —p
X x x < <
N 0 N~ ~ oy
N
N Lo N o~ —
konvolucio max pool teljesen softmax
méret=3x3, lépéskdz=1 méret=3x3 Osszefiigg6 output
nulla feltéltés=1 lépéskdz=2
< < [{e]
[00) 00 To) ©
™ ™ N To]
< = < N © © o
oflool—| X — (S 3—»|S
— — — © F F e
x < x x
™ ™ ™ ©
— — —

Az input egy 227x227-es szines bittérkép, tehat mélysége 3 (RGB). Az
els6é konvolucids réteg 96 szilirdt tartalmaz, mindegyik 11x11 méretd,
4-es 1épéskozzel. Mivel [(227 — 11 + 1)/4] = 55, a réteg outputja

55x55x96 lesz. A tobbi réteg hasonldan.

Tobb mint 60 milli6 suly, tilnyomo része a teljesen 0sszefiiggd réteg-
ben!

'Alex Krizhevsky, Ilya Sutskever, Geoffrey E. Hinton: ImageNet Classification
with Deep Convolutional Neural Networks. NIPS 2012.
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11.8.6. Zaro6 megjegyzések

A mélytanuldsnak csak a felszinét sdroltuk. Szdmtalan architektira
triikk, veszteségfiiggvény triikk és optimalizdl6 algoritmus triikk ismert,
és ezek szdma dinamikusan novekszik. Illetve feliigyelet nélkiili tanu-
lasban is jelentds eredmények ismertek szintén mély architektirak se-
gitségével.
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12. fejezet

Statisztikai tanulas

Az alaphelyzet ugyanaz mint kordbban: tanuldsi probléma, példak, hi-
potézisek. Mar eddig is érintettiik a témat, pl. a logisztikus regresszi-
ondl. Feliigyelet nélkiili tanuldst néziink, de alkalmazhat6 feliigyelt ta-
nuldsra is.

Szemléltetd példa: meggy és citrom izl cukor (1) ugyanolyan csoma-
goldsban de (2) 6tféle zacskoban, amelyekben kiilonbozd ardnyban van-
nak a cukrok. Tudjuk, hogy a lehetséges ardnyok a kovetkezok:

hi  100% meggy

hy 75% meggy  25% citrom
hs 50% meggy  50% citrom
hy 25% meggy  75% citrom
hs 100% citrom

Ezek lesznek a hipotézisek. A példak egy adott zacskobdl vett

Dy, ..., Dy mintdk (D; értéke ,,meggy” vagy ,,citrom”), és a feliigyelet
nélkiili tanuldsi feladat itt az, hogy dontsiik el melyik hipotézis igaz.
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12.1. Bayes tanulas

A kovetkez6 fogalmak fontosak:

Prior: P(h;), azaz a hipotézisek a priori (tapasztalat el6tti, azaz pél-
dakat nem tekintd) valdszintisége. (A fenti példaban eleve csak otféle
hipotézis valdszintisége kiilonbozik nullatél, ami nagyon erds a priori
tudas.)

Posterior: P(h;|d), (d a megfigyelt adatok) azaz a hipotézisek valdszi-
niisége, feltéve, hogy a d tényeket ismerjiik.

Likelihood: P(d|h;), azaz a megfigyelt adatok valdszintisége, feltéve,
hogy a h; hipotézis 4ll fenn.

A prior valészintiségek fejezik ki a vildgrdl alkotott hattértudasunk egy
jelentss szeletét.

Az altalanos Bayes tanulas célja a posterior valdszinliségek megaddsa:
P(h;|d) = aP(d|h;)P(h;), a=1/P(d)

A posterior valoszinliségek ismeretében egy ismeretlen X véltoz6 pos-
terior eloszlasat is megadhatjuk:

P(X|d) = ZPXh|d ZPX|h,,d (hild) =
_ZPX\h (hi|d)

feltéve, hogy P(X |h;) ismert és X fuggetlen d-t8l feltéve h;.

Pl.  legyen a  hy,...,hs  hipotézisek  prior  eloszldsa
(0.1,0.2,0.4,0.2,0.1). Esetiinkben feltehetjitk, hogy a Dy,..., Dy
adatok fiiggetlen és azonos eloszldsu véletlen védltozék. Legyenek az
értékeik (a konkrét megfigyelések) dy,...,dy. Ekkor a likelihood
P(dlh;) = TI; P(d;lhi), pl. ha hs &l fenn (csak citrom), akkor a
mintdk mind citromok lesznek. Ekkor pl. P(d|h3) = (1/2)V. Az
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a = 1/P(d) normalizélasi konstanst a
P(d) = P(d|h;)P(h;)

osszefiiggésbdl kiszamolva minden hipotézis P(h;|d) posterior val6szi-
nilségét kiszamolhatjuk az egyszer( példankban (dlaldban viszont ez ne-
héz lehet).

Minél nagyobb a mintdk szdma, anndl biztosabb a Bayes dontés, mert
a helyes hipotézis posterior valdszinlisége az egyhez tart, a tobbié pe-
dig nulldhoz. (Minték teljes hidnydban (/N = 0) pedig a prior alapjan
dontiink.)

A Bayes tanulds (ami a posterior valdszintiségek meghatarozdsan, ill. az
ezekkel val sulyozdson alapul, ahogy a fenti P(X|d) predikcié szem-
1€élteti) optimadlis, azaz a rendelkezésre 4ll6 tudas alapjdn nem lehet va-

//////

7 s

egyszertsiteni kell. Erre j6 a MAP és a maximum likelihood tanulés.

12.2. Maximum a posteriori (MAP) tanulas

A priorokkal stlyozott 6sszeg helyett a maximdlis P(h;|d)-hez tartoz6
h;-t egyediil haszndljuk, ez a MAP hipotézis. Ez ,,veszélyesebb”, de
gyakran olcsébb. Sok adatbdl u.oda konvergél mint a Bayes.
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A kovetkez6t vehetjiik észre: a MAP hipotézis éppen
harap = arg max P(h;|d) = arg max P(d|h;)P(h;) =

= arg H}li.n(_ log P(d|h;) —log P(h;))

Az utols6 alak informdcidelméleti értelmezése éppen az adatok infor-
mdcidtartalma h; mellett és a h; informdciétartalma: ennyi bit kell a
hipotézis és az adatok egyiittes leirdsdhoz. A MAP hipotézis mas sz6-
val tehat a maximdlis tomoritést biztositja.

Ezen kiviil, specidlis esetben, ha a P(d|h;) ugyanaz minden i-re, akkor
a fenti képlet éppen az Occam borotvija elvét fogalmazza meg: vegyiik
a legegyszertibb hipotézist.

12.3. Maximum likelihood (ML) tanulas

Ha feltessziik, hogy minden ¢-re a prior valdszinliségek megegyeznek,
akkor a
hyr = arg max P(d|h;)
j

maximum likelihood (ML) hipotézis éppen ugyanaz lesz mint a MAP
hipotézis.
Az ML hipotézist egyszer(ibb kiszdmolni viszont pontatlanabb, mert a

priorokat nem veszi figyelembe. Sok (végtelen) adat esetén ugyanazt
adja mint a Bayes és a MAP, de kevés adaton problémés.

12.4. Tanulas teljesen specifikalt példakbol

Tegyiik fel, hogy a tanul6 példdkban minden valtozé értéke adott.
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12.4.1. Maximum likelihood diszkrét valtozokkal

1. példa: meggy/citrom példa, de most legyen a meggy/citrom arany
tetszbleges (¢) és ismeretlen hy azt a hipotézist jeloli, amelyben az ardny
0.

Legyen N = m + c fiiggetlen példank (m: meggyesek, c: citromosak).
Ekkor hy mellett az adatok likelihoodja

Plalte) = T P(d ) — 070 -0

J=1

Ez melyik #-ra maximalis? Szokdsos triikkk: log likelihood maximuma
ugyanott van de konnyebb kiszdmolni, mert 6sszeget csindl a szorzat-
bol, amit tagonként lehet maximalizdlni:

N
L(d|hg) = log P(d|hg) =) _log P(d;|hg) = mlog 6 + clog(1 — 6)

Jj=1

Itt vehetjiik a log likelihood derivéltjat, maximum csak ott lehet ahol ez
nulla: AL(d1hy)
6 m c m
N7 _ — —s = —
do 6 1-80 0 N
Ez elég intuitiv eredmény. A maximum megtaldldsa dltaldban fiigg-
vényoptimalizdldsra vezet (pl. hegymdszd, stb.), ritkdn adhaté meg kép-

lettel mint ez a példa.

Mivel priorokat nem haszndl, kevés adatb6l nem jo, pl. ha N = 1, azt
mondja, hogy minden cukor meggy vagy citrom.
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2. példa: Most legyen csomago- B =ahermy)
1as is: piros és zold, az dbran latha- 0

té Bayes hdl6 szerinti eloszldsban.
Hérom paraméteriink lesz: 6, 0;, 05.
PL.

P(W=red| F)
6,
0,

P(meggy,zold|hg g, 9,) =

P(z0ld|meggy,hg g, 0,) P(meggy|ho o, 0,) =
6(1—6,) (b)

Megint legyen N = m + c fiiggetlen példa, ahol a csomagoldsok ezen
belill m = p,,, + 2 és ¢ = p. + z.. Ekkor

P(dlho.g,.0,) = 0™ (1 = 0)°07™ (1 — 01)" 05 (1 — 0)

Ismét a log likelihood médszerével tagonként maximalizalva kaphatjuk,
hogy 0 = m/N, 01 = pn/m, 0> = p/c.

Belathato, hogy diszkrét Bayes halokra mindig hasonl6 eredmény ado-
dik, a tablazatokat becsiiljiik a gyakorisdgokbdl egymastdl fiiggetleniil.

Alkalmazds: naiv Bayes. Kordbban mar lattuk az algoritmust. A fentiek
szerint a naiv Bayes mddszer a maximum likelihood médszer alkalma-
zésa, ahol a Bayes hdlé O(/N) paraméterét kizardlag a mintak gyakori-
séga alapjan toltjiik ki. Ez egy olcsé és sokszor j6 mddszer, turbézassal
(boosting) pedig még jobb.

12.4.2. Maximum likelihood folytonos valtozokkal

1. példa: Legyenek x4, ...,xn N db fiiggetlen minta a y, o paraméter(
normdlis eloszl4sbol:
1 o—p)?
P(r) = e
oV 2w

ahol p és o ismeretlen.
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A log likelihood ekkor:
N (LL' )2
L = — — J
(dlh, ) =N - (—logo —logv2m) — ;:1 T“

Ebben a derivaltakat ;1 €s o szerint nullanak véve azt kapjuk ML becs-
l1ésre, hogy

1 & 1 &
he N 0=y Ll
o g

ami szintén elég intuitiv.

2. példa: Legyenek most X és Y két véltozd, valamint tegyiik fel, hogy

1 (y—=(812=02))°
P = (& 202
(i) = ——=
és 0, 05 ismeretlenek.
Az adathalmazunk alakja tehét (z1,41),...,(xy,yn). Ismét a log li-

kelihood technikaval a probléma a Z;V:l(yj — (b1 — 65))? minima-
liz4lasara vezet, ami éppen a linedris regresszid a legkisebb négyzetek
osszegének a modszere. A legkisebb négyzetek Osszegének a mddsze-
rével kapott egyenes tehat éppen a maximadlis likelihood hipotézis, ha
az adathalmazunk olyan, hogy az y az xz-nek és fliggetlen, normalis el-
oszlasu zajnak az 0sszege.

12.4.3. Bayes tanulas

1. példa: Cukorkas példa (ismeretlen paraméter: ¢, N példa), de most
a priort (P(0) = (P(© = 0)) is figyelembe vesszik (a © € [0,1]
a hipotézis véletlen valtozdja). Pl. ©-nak lehet egyenletes eloszlasa,
ekkor pl. a MAP hipotézis éppen a maximum likelihood hipotézis.
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A gyakorlatban sokszor vessziik a béta () eloszldst priornak, a stir-
ségfliggvénye:

betala, b](0) = af* (1 — 0)"*
ahol a és b paraméterek, o normalizaldsi konstans. Néhdny tulajdon-
sdg: ha a = b = 1, akkor az egyenletes eloszlds; ha a = b, akkor
szimmetrikus; ha a + b nagy, akkor csticsos; végiil: E(0©) = a/(a + ).

A Bayes tanuldsndl a P(©|d) posteriori eloszldst keressiik. Legyen a
prior beta[a, b](#), ekkor egy minta utdn

P(0|Dy = meggy) = aP(meggyw) (0) = abbétala, b](0) =
= a/0°(1 — 0)"' = bétala + 1,0)(6)

Ez a konjugdlt prior tulajdonsag, azaz a prior eloszlds ugyanaz mint a
poszterior eloszlds, csak mas paraméterekkel.

Itt konkrétan a prior interpretacidja virtudlis szdmldlo, azaz mintha mér
ismernék a pozitiv és b negativ példat. Tovabbd sok adat (nagy N)
esetén a priortdl fiiggetleniil konvergdl a § = a/(a + b) becsléshez,
mint ahogy a MAP €s a maximdlis likelihood becslések is.

2. példa: cukorka+csomagolds példa (ismeretlen paraméterek: 6, 6,
6). Most a prior alakja P(©, 01, 0,). Itt hasznos a véltozdk fiigget-
lenségét feltenni: P(©,0,,0,) = P(©)P(0,)P(O,). Pl lehet mind-
egyik béta eloszlasu.
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12.4.4. Bayes halok struktirajanak tanulasa

Lattuk, hogy egy rossz és egy jO Bayes hal6é kozott nagy kiilonbség
lehet tomorségben. Hogyan talalhatunk j6 Bayes hal6t adott adatokra?
Kézzel (szakértokkel), vagy automatikusan: optimalizdldsi problémat
definidlhatunk.

1. A keresési tér a Bayes halok halmaza (pontok adottak, éleket ke-
resiink)

2. Az operatorok pl. hozzdadunk, elvesziink, megforditunk éleket,
stb.

3. A célfiiggvényt igy konstrudljuk, hogy jutalmazza a fiiggetlensé-
gi feltételek teljesiilését és a predikcids képességet, de biintesse a
komplexitast, stb.

Az algoritmus lehet hegymdszd, evoliicids, stb.

12.5. Rejtett valtozok

Eddig feltettiik, hogy a megfigyelt példikban minden jellemzd értéke
ismert volt. Lehetnek azonban (1) hidnyos adatok (elvben megfigyel-
hetd, de mégis hidnyzé informécio), ill. (2) rejtett vdltozok, amik nem
figyelhet6k meg kozvetleniil, de a tuddsreprezentaciét hatékonnyéd te-
szik.

A rejtett valtozokra példa a betegségek: ismerhetjiik a tiineteket, adott
orvosok diagnézisat, a reagélast a kezelésekre, de magat a betegséget
nem figyelhetjiikk meg.

Miért kellenek ha nem megfigyelhetok? Mert egyszer(ibbé teszik a mo-
dellt, tomorebb tuddsreprezentacionk lesz.
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12.5.1. EM algoritmus: egy példa

Tegyiik fel, hogy a példdkban vannak rejtett (ismeretlen értékii) jellem-
z0k: szeretnénk maximum likelihood modellt épiteni, amely az isme-
retlen jellemzdket is figyelembe veszi (késébb vildgosabb lesz, hogy ez
mit jelent).

Eldszor egy példa: legyen az elmé-

leti modell két ismert szordsu (pl.

o1 = 09 = 1) de kiilonbdz6 var-
haté értékl (pl. 1 = —2, po =
2) normalis eloszlas keveréke: az- 03 Fmelet @ prio) model
az feltessziik, hogy egy példa ugy 025 |
keletkezik, hogy eloszor kivalaszt- 02|
juk, hogy melyik normaélis eloszlast £ ois|
hasznaljuk a kettdé koziil, majd eb- 0.1}
bdl vesziink véletlen mintat. Ekkor 0.05 |
1 1 ’ ‘
P(X>:§N(U170'1)+§N(/~L2;U2) h

Minden z; példdhoz tartozik két rejtett jellemzo: z;; €s z;2, ahol z;; = 1
ha z; a j-edik normadlis eloszlasbol vett minta, egyébként z;; = 0 (1 =
1,...,N,j =1,2). A teljes minta tehat (x;, z;1, z;2), amelybdl csak z;
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ismert.

Maximum likelihood becslést akarunk i;-re és po-re:

hap = (11, p3) = arg (maX)P(fvluhuz) = arg max ZP (@, 2|p1, pa),
ahol 2 az adatok z;; ért€keibdl all6 matrix, és Z tartalmazza a z;; val-
tozok értékeinek az Osszes lehetséges kombindcidjat. Ez komplex ki-
fejezés a szumma miatt, a tagok szdma exponencidlis az adatpontok
fliggvényében, tehat ha sok adatpont van, akkor nem kezelhetd. Tehat
hatékonyabb mddszert keresiink a maximum likelihood meghatarozasa-
ra (ill. kozelitésére).

A triikk, hogy iterativ médszert alkalmazunk: adott piq, po értékekhez
kiszdmoljuk a Z vdrhato értékét, az igy kapott teljes mintdkon pedig
Uj p11, po part hatdrozzunk meg maximum likelihood becsléssel. Ponto-

sabban, egy ,ugo), /Lgo) hasraiitéses becslésbdl kiindulva a teljes

(23, E(Za |2, 18”), E(Zig)i, 13)))

példahalmaz segitségével meghatdrozzuk a paraméterek maximum li-
kelihood becslését, ami legyen /#), ugl). Ezutin az egészet ismételjiik
iterativan, amig a becslés nem konvergal. A lényeg, hogy kozben a
maximum likelihood értéke folyamatosan né (amig egy lokdlis maxi-

mumba el nem ér).

A képletek a konkrét példara a k. iteracioban (: = 1,..., N, j = 1, 2):

J

(k1) _ 1 (k)
K (k ZJ:E |£B“ )
SN E(Ziylwi, 1Y) S

Vegyiik észre, hogy u< 2

; nem mdas mint a virhaté értékekkel sulyo-
zott atlag, maguk a varhato értékek pedig egyfajta halmazhoz tartozési

sulyként értelmezhetdk.
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12.5.2. EM algoritmus: altalanos alak

Az EM jelentése: expectation maximization, azaz varhat6 érték maxi-
malizalas.
Tegyiik fel, hogy rendelkezésre 4ll egy ismert = példaatadbazis, amely-

nek Z valtozoi ismeretlenek. Itt Z véletlen valtozo, x konkrét adat.
Jelolje © az illeszteni kivant valdsziniiségi modell paramétereit.

A teljes adatok (z U 2) felett a P(x, Z|©) likelihood egy véletlen val-
tozd, hiszen Z-tdl fiigg, ami egy véletlen valtozo. A likelihood ©-tdl is
fligg. A likelihood vdrhato értékét maximalizaljuk © valtozéban, felté-
ve, hogy a k. iterdciéban a modell ). Szokds szerint a likelihood loga-
ritmusdt vessziik, azaz a log likelihoodot: L(x, Z|©), amivel konnyebb
szdmolni, de a maximuma ugyanott van.

A képlet:
o+ = arg max E(P(z,Z|0)|z,0®) =

— (k)
arg max Zz: P(z|z,0")L(z, z|©)
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13. fejezet

Markov dontési folyamatok és
megerositéses tanulas

Roviden: az dgensnek kizdrdlag bizonyos allapotokban tapasztalt jutal-
mak (megerdsités) ill. biintetések alapjan kell kitaldlni, mikor mit kell
tenni, hogy a jutalom maximélis legyen.

Nagyon 4altaldnos keret, sok alkalmazas, pl. robotok tdjékozdéddsa, vagy
mozgés tanuldsa (pl. jarni tanulds), jatékok (go, ddma, sakk, stb.).

13.1. Markov dontési folyamatok (Markov de-
cision processes)

Tekintsiink egy diszkrét, statikus, sztochasztikus és teljesen megfigyel-
heté feladatkornyezetet. Részletesebben: tegyiik fel, hogy a vildg tok-
élesen modellezhetd a kovetkezokkel:

* lehetséges allapotok halmaza

* egy opciondlis sy kezd6allapot (nem feltétleniil kell)
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* minden s dllapotban adott lehetséges cselekvések egy A(s) hal-
maza, €s egy allapotatmenet-valdszintiség eloszlds, amely min-
den a € A(s) cselekvéshez, és minden s dllapothoz megadja a
P(s'|s, a) dllapotdatmenet-valGszintiséget

* dllapot jutalomfiiggvény, amely minden s dllapothoz egy R(s)
valos jutalomértéket rendel (lehet negativ is)

* opciondlis céldllapotok halmaza (nem feltétleniil kell)

A fenti feladatkornyezet sztochasztikus mert a cselekvések kimenetele
sztochasztikus. Markov tulajdonsdgiinak azért nevezziik, mert csak az
aktudlis allapottdl fiigg a cselekvés hatdsa, a kordbban meglatogatott
allapotoktdl nem.

Feltessziik, hogy a fenti feladatkornyezetet az dgens tokéletesen ismeri.
Kell szenzor is az dgensnek, mert nem tudni hova keriil: feltessziik,
hogy tokéletesen azonositja az allapotot a szenzor.

Példa: 4allapotok egy négyzetracs celldi; cselekvések: fel, le, jobbra,
balra; az R(s) jutalom mindenhol konstans, kivéve két végéllapot. A
(2,2) cella fal.

3 0.8
0.1 0.1
2
1 START
1 2 3 4
(a) (b)

A vilasztott cselekvés 0.8 valdszinliséggel végrehajtodik, 0.1 valdszi-
nliséggel valamelyik merdleges irdnyba tériink ki. A fal irdnydba nem
hajtodik végre a cselekvés (dgens helyben marad).
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Az 4gens minél tobb jutalmat akar gydjteni, pl. a jutalmak Osszegét
maximalizdlja. A fenti példdban ha a konstans R(s) negativ, akkor az
agens torekszik a végallapotokhoz, ha pozitiv, akkor keriili 6ket.

Mivel barhova vetheti a sors, az dgensnek minden dllapotban donteni
kell tudni, hogy merre tovabb. Egy 7 eljdrdasmod (policy) ezt fejezi ki:
egy s dllapotban az dgens az a = m(s) cselekvést vilasztja. Az opti-
malis eljardasmod (jelolés: 7*) az az eljardésmod, amely maximalizalja a
teljesitménymérték (most jutalmak Osszege) vdrhato értékét (az érintett
allapotok, és igy a jutalom is, a véletlentdl fiiggenek).

- | - -] | -
) . - ) . )
== d|[4]=]}]|=
Ris) <-1.6284 -04278 < R(s) <-0.085C

-0.0221 < R(s) < R(s)>0

27 2z

Példa: az R(s) jutalom kiilonb6z6 értékeire az optimdlis 7* eljarasmad.
Minél kellemetlenebb a vildg az dgensnek, anndl gyorsabban akar sza-
badulni, akar kockazatok aran is.

Ha a vilag kellemes (pozitiv jutalom) akkor a végallapotoktdl tdvolo-
dunk, a tobbi 4dllapotban mindegy mit csindlunk.

13.1.1. Hasznossag és optimalis eljarasmod

Az agens teljesitménymértéke a meglatogatott dllapotokban latott ju-
talmaktol fiigg. Legyen pl. egy bejart dllapotsorozat sy, ..., s,, ahol
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n lehet végtelen vagy véges, utébbi esetben s, végallapot. Szo-
kés a teljesitménymértéket itt hasznossdgnak (utility) nevezni, jelolése
U(S0y- -y Sn)-

Eddig: az 4gens teljesitménymértéke a meglatogatott allapotok jutal-
mainak 0sszege volt. A tovdbbiakban ezt dltalanositjuk és bevezetjiik a
leszamitolt jutalom (discounted reward) fogalmat:

U(s0, 51,52, ...) = R(so) +vR(s1) +v*R ZVtR (st),

ahol 0 < 7. Ha~ = 1 akkor a sima 0sszeg képletet kapjuk. Ha
nagyon kicsi, akkor azzal azt fejezziik ki, hogy szeretnénk ha az adgens
nemcsak sok jutalmat gy{jtene, de azt minél gyorsabban tenné.

Fontos tulajdonsdg, hogy ha v < 1 és Vs, R,, > |R(s)|, akkor

\U(s0, 51,-..)| = ]thR (1) <thR

azaz ha korlatosak a jutalmak, és v < 1, akkor a hasznossdg is korlatos,
akkor is, ha végtelen sétardl van sz6.

7

Rogzitett m eljarasmadd esetén, mivel Markov tulajdonsagu sétarol van
sz0, adott s allapot rdkovetkezd dllapotai véletlen valtozok, amik az

el6z6 allapottdl fiiggnek: s, S1, .95, . ... Egy adott s dllapot hasznossagat
a 7 eljardésmadd mellett tehdt varhato értékkel igy definidljuk:

U™(s) = E(U(So, Sy, ...)|m, So = 5,
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amibdl adédik, hogy
U*(s) = BQ_ 7' R(S))lm, So = 5) =
t=0
R(s) +vE(D> 4" 'R(S)|m, So = 5) = (13.1)
t=1
R(s) + yE(U™(S))|r, So = 5) =
R(s) +7 Y P(Si = s'|s,n())U"(s),

s

Adott s allapotbdl elérhetd maximdlis vdarhato hasznossdg tehat

U(s) =maxU"(s),

™

és legyen 7* egy eljarasméd, amelyre U(s) = U™ (s).

Be lehet latni, hogy az esetiinkben 1étezik olyan 7* optimdlis eljdrds-
mdod, amely optimalis barmely kezddallapotbdl. Ehhez kell a végtelen
idohorizont feltevésiink, tehat nincs hataridd, a séta vagy végtelen, vagy
végallapotban ér véget. Kell tovabba az is, hogy a hasznossigot a lesza-
mitolt jutalom médszerével definidltuk. Ekkor tehdt beldthaté!, hogy 1é-
tezik olyan optimélis 7* eljarasmdd, ami staciondrius (stationary) (azaz
csak az aktudlis 4llapottdl fiigg) és determinisztikus akkor is, ha egyéb-
ként megengediink sztochasztikus és nem-staciondrius eljarasmodokat
is. (Eddig implicit feltettiik, hogy determinisztikus €s staciondrius elja-

rasmédunk van.)

Ennek fényében U(s) = U™ (s), azaz egyszerien a 7*-hoz tartozé
hasznossag.

Az U(s) fuggvény és m* kolcsondsen meghatdarozzak egymdst. A 7*

'Agarwal et al., Reinforcement Learning: Theory and Algorithms, https://
rltheorybook.github.io/rltheorybook_ AJKS.pdf
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eljarasmod ismerete esetén, azt behelyettesitve (13.1)-be U(s) adédik a
U(s) = R(s)+~Y_ P(s|s, 7 (s))U(5) (13.2)

linedris egyenletrendszerbdl, amely n dllapot esetén n egyenletet és n
ismeretlent tartalmaz. Madsfeldl, ha U(s) adott, akkor 7* megkaphat6
az alabbi egyenletbdl:

*(s) = arg max P(s'|s,a)U(s"), (13.3)

acA(s
tehat olyan cselekvést javasolunk, ami maximalizalja a varhaté hasz-
nossagot. Ezt az 6sszefiiggést az (13.2) egyenletbe helyettesitve kapjuk

a Bellman egyenletet (pontosabban egyenletrendszert):

U(s) = R(s) +v max P(s'|s,a)U(s), (13.4)
acA(s n

amelynek a megoldasa szintén az optimélis hasznossdg minden éllapot-
ra, csak most mér nem tettiik fel, hogy 7* ismert. Ennek az az 4ra, hogy
az egyenletrendszer nemlinedrissa véltozott. Viszont ha megoldjuk ezt
az egyenletrendszert, két legyet iitiink egy csapdsra: minden s dllapotra
megkapjuk U(s)-t, és 7*(s)-t is (utébbit az (13.3) egyenlet segitségé-
vel).

13.1.2. Ertékiteracio (value iteration)

Algoritmust adunk egy 7* optimalis eljaraisméd meghatdrozasira. Ha
sem 7*, sem U() nem ismert, a (13.4) Bellman egyenletet is lehet hasz-
ndlni az U() meghatdrozdsara, bar ez nemlinedris egyenletrendszert ad.
Az 6tlet, hogy meghatdrozzuk az U () hasznossdgot, majd (13.3) alapjan
kapjuk 7*-t.

Rekurziv nemlinedris egyenleteket leginkdbb iterdcidval szokds megko-
zeliteni. Az értékiterdcid algoritmusanak 1ényege, hogy az U () értékeit
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tetszOlegesen kitoltjilk: ez lesz az Uy () fiiggvény, majd a kovetkezd ite-
raciot hajtjuk végre:

Vs, Uis1(s) = R(s) + max, P(s'|s,a)Us(s), (13.5)
acA(s

Sl

Belathatd, hogy az iterdcié konvergdl. Az otlet az, hogy észrevessziik,
hogy az iteraci6 egy kontrakcid. Részletesebben: jelolje U; a hasznos-
sdgokat az 7. iterdcidban, €s B pedig legyen a (13.5) egyenlet éltal de-
finidlt iterdcids operdtor. Ezekkel a jelolésekkel az iterdcidt irhatjuk
Uiy1 = B(U;) alakban. Ekkor beldthatd, hogy barmely U és U’ vekto-
rokra

I1B(U) = B(U)|loc <ANU = U’

ahol || - || a max norma, azaz ||z||, = max; |z;|. Azaz az értékitera-
ci6 operdtora a kiilonbség maximumaét csokkenti, azaz a max normadra
nézve kontrakcio.

A kontrakcidkrol ismert, hogy egy fixpontjuk van, és ebbe a fixpontba
konvergal az iteraciéjuk. Masfeldl a keresett U|() fiiggvény (azaz vek-
tor) vilagos, hogy fixpont. Az U() fiigvény tehdt létezik és egyértelmd,
ha0 <~ < 1.

Megemlitjiik, hogy a konvergencia linedris (azaz a hiba exponencidli-
san csokken az iterdcidészdm fiiggvényében), ami a gyakorlatban gyors
konvergenciat jelent, valamint azt is fontos latni, hogy messze nem kell
a pontos U () fiiggvényt ismerni ahhoz, hogy a (13.3) alapjan kapott 7*
optimélis legyen, hiszen elég ha a legjobbnak tlind cselekvés tényleg a
legjobb. Tehdt 4ltaldban elég egy j6 kozelités.

13.1.3. Eljarasmod-iteracio
Az eddigi képletek alapjan mashogy is lehet iteraciét tervezni: az U|()

fliggvény helyett egybdl az eljarasmédot is iterdlhatjuk. Ehhez vegyiink
egy tetszbleges 7y eljarasmaodot. Feltéve, hogy mar adott 7;, szdmoljuk
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ki az U™ hasznossagfiiggvényt, majd

mir1(s) = arg max » P(s']s,a)U™(s'),
a€A(s)

S/

ami a (13.3) egyenlet adaptacidja iterdcids célokra. A (13.3) egyenlet
éppen azt mondja, hogy 7* fixpont.

Az iteracidt addig folytatjuk, amig m; .y # m;. Mivel végesszamu kii-
16nboz6 eljardsmaod 1étezik, €s mivel beldthatd, hogy minden iteracio
javuldst eredményez, garantaltan termindl az algoritmus.

U™ meghatarozasdhoz a (13.1) egyenletrendszert hasznaljuk 7;-t behe-
lyettesitve, azaz

U™i(s) = MZP s, mi(s)) U™ (s"),

ami egy linedris egyenletrendszer (nincs benne max). Ezt megoldhat-
juk explicit médon O(n?) id6ben n éllapot esetén, vagy a hatékonysdg
drasztikus novelésére hasznélhatunk inkdbb kozelitést a

Uiii(s) = +’YZP I, 7i(s)) U ('),

iterdcié néhdnyszori végrehajtdsaval; ekkor az eljardst modositott
eljdrdsmod-iterdcionak nevezzik. Ez tobbek kozott azért jo otlet, mert
vélaszthaté UT" = U™, ahol U™~ U™~ kordbban kiszdmolt kozeli-
tése. Ez egy j6 kezd6érték, eleve jo kozelités, tehat csak néhany iteraciot
elég Végrehajtani.

......

hajthatok (m1n1ma11s feltevések mellett), amikor csak egyes dllapotokat
frissitiink akdr az eljardésmod, akdr a hasznossagérték tekintetében. Igy
lehet koncentrélni a ,,fontos” allapotokra jobban.
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13.2. Megerositéses tanulas

A feladatkOrnyezet itt més: feltessziik, hogy az dgens nem ismeri a
P(5'|s,a) éllapotitmenet-valdszintiségeket (amik egy s dllapotbdl a
cselekvés hatdsdra s'-be Keriilés valészintiségét adjak meg), és nem is-
meri az R(s) jutalmakat sem el6re. A tobbi jellemzdje a feladatkornye-
zetnek valtozatlan. Tovabbra is teljesen megfigyelhets, tehat az dgens
tudja melyik allapotban van, és ha mar meglatogatott egy s allapotot,
onnantdl az R(s) értékét is tudja.

A feladat tovabbra is egy 7* optimdlis eljardismdéd meghatarozdsa. Mi-
vel azonban a vildg modellje (P(s|s,a) és R(s)) nem ismert elbre, a
korédbbi képleteket nem lehet direktben hasznélni. Ehelyett az 4gensnek
informéciot kell gyfjtenie a vilagrol, és ezutdn, vagy ekdzben, megha-
tarozni 7*-ot. Ez tehat ranuldsi probléma.

Az 4gens altal gydjtott példik a kovetkezd alakot Oltik:
(s0, R(50),a0),---,(Sn, R(Sn),a,), ahol s; az 4. allapot, R(s;) a
megfigyelt jutalom, a; az ¢. dllapotban valasztott cselekvés, ami az s;
allapotba vezetett. Ilyen példabdl annyi 4l rendelkezésre, amennyit az
agens Osszegyljt. Az dgens szabadon valaszthatja meg a cselekvéseket,
ezzel aktivan befolydsolva a példahalmazt.

13.2.1. Passziv megerositéses tanulas

Passziv megerdsitéses tanuldson azt értjiik, hogy adott egy 7 eljards-
mod, és a feladat az, hogy az dgens a tapasztalatai alapjan (amit a m
alkalmazasa kozben gy(jtott), adjon minél jobb kozelitést az U™ hasz-
nossagi fliggvényre. (Ez a feladat bemelegités az aktiv esethez, ahol
m*-ot keressiik majd.)

Most a (13.1) képlet nem alkalmazhatd, mert P(s|s,a) és R(s) nem
ismert.

Mit tehetiink? Legprimitivebb mdédszer a direkt kozelités, amikor is
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minden allapothoz a példakbol meghatdrozzuk az empirikus hasznossé-
got (t.i. vessziik azokat a példakat, amelyek érintik s-et, és az s minden
el6forduldsa utdan még hatralevd jutalmakbodl kiszamolt hasznossagok
atlagat vesszik).

Ehhez sok példa kell, és nem veszi figyelembe a (13.1)-ben adott kény-
szerfeltételeket, ezeknek ellentmondd végeredmény is lehet, ami nem
tdl elegdns, f6leg nem tdl hatékony. Viszont nagyon sok példa utidn
konvergél a korrekt értékhez.

Adaptiv dinamikus programozas

A direkt kozelités javitasa, hogy a (13.1) Osszefiiggést figyelembe
vesszilk, és U™ direkt kozelitése helyett P(s'|s, 7(s))-t kozelitjiik a ta-
pasztalatok alapjan statisztikusan, majd behelyettesitjiik ezeket a (13.1)
egyenletrendszerbe, a megfigyelt R(s) jutalmakkal egyiitt, és kiszamol-
juk U™-t az egyenletrendszer megolddsaval.

A moédszert lehet alkalmazni folyamatosan, minden alkalommal frissit-
ve az U™ kozelitését, amikor 4j dllapotba érkezik az dgens.

A probléma az, hogy ez a mddszer sem skaldzodik jol, ha nagyon sok
allapot van (pl. damajaték, vagy sakk, stb.), mert nagy az egyenletrend-
szer. Persze lehet iterdcidval megoldani, ahogy kordbban lattuk.

Idobeli kiilonbség tanulas (temporal difference learning)

Ugyanugy a (13.1) 6sszefiiggésbdl indulunk ki mint az elébb, csak most
a példak gydjtése kozben az dgens minden egyes s — s’ dllapotatmenet
megfigyelésekor csak az U™ (s) értéket frissiti lokélisan, tehét a tobbi
allapot hasznossdgéanak a kozelitése valtozatlan marad.

Hogyan? Intuitiv otlet: ha P(s|s,7(s)) = 1 lenne, akkor tudnank,
hogy U™ (s) = R(s) + U™ (s), és ez egyben akdr j6 iterdciés szabdly
is lenne. De P(s'|s, m(s)) ismeretlen. Viszont ha nem irjuk &t teljesen
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U™ (s)-t, csak elmozditjuk R(s) + yU™(s') iranyédba egy kicsit, akkor
ezek a kis elmozditdsok a lehetséges kiilonboz6 s’ dlapotok felett kiatla-
gol6dnak éppen a P(s'|s, m(s)) valészinliségeknek megfelelGen. Kicsit
emlékeztet ez a sztochasztikus gradiens mddszerre.

Tehat a frissitési szabalyunk ez lesz:

U™(s) =(1 = a)U™(s) + a(R(s) + U7 (s")) =

=U"(s) + a(R(s) + U (s') = U™(s)), (13.6)

ahol 0 < o < 1 a tanulasi rata, hasonléan a gradiens moddszerekhez.
UT-t tetszdlegesen inicializaljuk az algoritmus futasa elott.

Konvergdl ez a médszer? Ha « konstans, akkor nyilvan nem, hiszen s
allapotban minden kiilonb6z6 s’ rakovetkezd dllapot masfelé hiizhatja.
Tehét a-nak csokkenni kell. Belathatd, hogy ha pl. & &~ 1/n, ahol n az s
allapot meglatogatdsainak a szdma (tehat minden édllapotnak kiilon a-ja
van), akkor novekvé példahalmaz mellett a korrekt értékhez konvergél
U™ (s).

Fontos megjegyezni, hogy a médszer nem tarolja explicit médon a vilag
modelljét (allapotdtmenet-valdszintiségeket), azaz modell-mentes.

A 1idd&beli kiilonbség tanulds pontosan egy dllapotot frissit egyetlen at-
menet alapjin, az adaptiv dinamikus programozds pedig minden alla-
potot az Osszes dtmenet eddigi statisztikdi alapjan. Ez két sz€ls6ség, a
kettd kozotti atmenet amikor csak bizonyos allapotokat frissitiink, ame-
lyek valdszinti szomszédai pl. egy kiiszobértéknél tobbet véltoztak (pri-
oritdsos végigsoprés (prioritized sweeping) algoritmus).

13.2.2. AKtiv megerositéses tanulas

Most a m nem adott, hanem egy optimaélis 7 kozelitése a cél.
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Adaptiv dinamikus programozas

Az adaptiv dinamikus programozds otlete miikodik tovabbra is, csak
most a (13.4) egyenletet kell hasznalni, amiben sziiks€g van minden
s allapotban az 0sszes a € A(s) cselekvéshez tartozo dllapotatmenet-
valészintiségekre (€s nem csak egy rogzitett eljarasmod szerinti cselek-
véshez tartozdakra, mint a (13.1) egyenletben, amit kordbban hasznal-
tunk).

Azonban ezeket szintén lehet kozeliteni a megfigyelt példak statiszti-
kaival. Ezeket a kozelitéseket a (13.4) egyenletekbe behelyettesitve pl.
a kordbban latott értékiterdcié médszerével frissitjuk az optimélis U (s)
hasznossag kozelitését, és a (13.3) képlet alapjan valasztunk cselekvést.

A gond csak az, hogy mikozben gyf{ilnek a példdk, az eljardsmadd is véal-
tozik, visszahatva a példak eloszldsdra; az dgens arrafelé fog sétélni,
ahol véletleniil koran talalt jutalmat (mivel mindig csak a rendelkezésé-
re 4ll6 megfigyelések alapjan optimélis eljarasmédot koveti), és pl. az
ismeretlen részeket keriilheti, ezért gyakran ragad lokalis optimumba ez
a naiv modszer.

Szokas ezt moho viselkedésnek hivni.

Mint sok mds kordbbi teriileten, itt is fontos tehat a kihasznélas (exp-
loitation) és a felfedezés (exploration) egyensulya: néha véletlen vagy
ismeretlen helyeket is ki kell probélni.

Otlet: ne U-t hasznéljuk kozvetleniil a példak gy(jtésére, hanem mel-
lette vezessiink be egy optimista U™ hasznosségi fiiggvényt, amiben
mesterségesen noveljilkk a felfedezési szellemet, és hasznéljuk az U™
hasznossdgot a (13.3) egyenletbe helyettesitve adddo eljarasmédot a
példagydjtésre.

Ezt megtehetjilk, mert nem kotelez$ a tanulds alatt levd modell (U()
és dtmeneti valdszintiségek) altal adott moho eljdrasmodot hasznalni a
modell tanuldsédhoz, a példagy(jtés haszndlhat mds eljardsmodot! Az
ilyen tanulést eljdrdsmodon kiviili (off-policy) tanuldsnak nevezziik.
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Tovébbra is azt feltételezve, hogy az értékiteraciot hasznéljuk a hasz-
nossdg meghatdrozdsara, az U™ kiszdmitdsahoz médositsuk a korabbi
(13.5) képletet igy:

Vs, Uiﬁ-l(s) =

= R(s) +'yar£§()§)f (; P(s”s,a)Uf(s’),N(S,a)> ’ (13.7)

ahol N (s, a) azoknak az eseteknek a szdma, ahol az s édllapotban az a
cselekvés keriilt alkalmazdsra. Az f(u,n) fiiggvény hatdrozza meg az
exploracié mértékét: u-ban nd, n-ben csokken. Sokféle f-et valasztha-
tunk, pl. egy egyszer( vélasztds a kovetkezs: f(u,n) = R*,han < N,,
egyébként f(u,n) = u. Magyarul, ha a relevans tapasztalatok szdma
kisebb mint egy eldre adott N, exploraciés paraméter, akkor egy opti-
mista R* hasznossdgot ad vissza (ami pl. a jutalmak egy felsS korldtja),
egyébként pedig a tényleges hasznossagot.

Ez azt eredményezi, hogy a még ismeretlen helyzetek tdvolrdl is vonz-
zak az agenst, hatdsuk a (13.7) képletnek koszonhetéen tavolabbi dlla-
potok hasznossdgédban is megjelenik.

Egy mésik gyakori, egyszerlibb mddszer az e-moho (e-greedy) felfede-
z0 stratégia, amelyben minden 1épésben e valdszintséggel egy véletlen
cselekvést vélasztunk, egyébként pedig az aktudlis U () szerint dontiink.
Itt érdemes csokkenteni az e értékét tanulds kozben.

Idobeli kiilonbség tanulas és Q-tanulas

Az iddbeli kiilonbség tanulds (13.6) képlettel adott frissitési szabdlya
véltozatlan formdban alkalmazhat6, mikézben a kovetett 7 eljarasmod
nem rogzitett, hanem a hasznossag aktudlis kozelitése alapjan a mohd
eljarasmaod kell legyen.

Viszont az agens csak az éllapotatmenet-valdszintiségek ismeretében
tudja a (13.3) képlet alapjan meghatdrozni a moho cselekvést, tehat itt
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az allapotatment-valdszintiségeket is kozeliteni kell, igy most nem ka-
punk modellmentes mddszert mint a passziv esetben.

Van viszont modellmentes mddszer: a Q-tanulds. A (s, a) fiiggvény
az a cselekvés értéke az s dllapotban:

Q(s,a) = R(s) + WZP(S'|8,G)U(S') =
—|—WZP (s'ls,a) max Q(s a’)

a’€A(s

ahol a mésodik egyenl6ségnél felhasznaltuk a (13.4) Bellman egyenle-
tet. Ebbdl az id6beli kiilonbség tanulds egy Q-verzidja adodik:

Q(s.0) = Q(s.a) + a(R(s) +7 max Q(s,a) = Qls,a)) (138
a’€A(s’
Itt nem kell a kornyezet modellje, mert az optimélis cselekvés egysze-
rlien
*(s) = arg ma s,a

7 (s) = ag max Q(s,a)
A Q-tanulds is eljardasmédon kiviili (off-policy) tanulds.  Tehat
itt is haszndlhaték a kordbban emlitett f(u,n) exploricids fiigg-
vények, pl. ugy, hogy az 4gens a tapasztalatgy(ijtés sordn az
arg maxqca(s) f(Q(s,a), N(s,a)) cselekvést hajtja végre, nem az op-
timélisat, igy fel tud fedezni ismeretlen régidkat. Az e-moho stratégia
itt is egyszer(ibb alternativa az explordcié megvalositasara.

13.2.3. Altalanositas
A Q() és U() fuggvények eddig tablazattal voltak adva. Ha til sok az

allapot, ez nem miikodik. Megoldas: paraméterezett fiiggvénykozelités.
PL linedris jellemz6kombinécio:

U(s) ~ U(s;0) = 01 f1(s) + ... + Onfuls)
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Ahol a 0 = (04,...,0,) paramétervektor hatdrozza meg a fiiggvényt.
Nem csak linedris kozelités lehet, pl. neurdlis halokat is hasznédlhatunk.

Elonyok: (1) a fiiggvényreprezentdcié tomoritése (2) az altalanositasra
val6 képesség (még nem latott dllapotra is valami ,,értelmeset” mond).

Hétrany: mivel kozelitésrdl van sz0, esetleg nem reprezentalhat6 a tény-
leges U|() fiiggvény megfelel pontossdggal. De legtobbszor nincs mas
megoldés, mert til sok az allapot.

Q-tanulas

Tanulasra gyakran a Q-tanulds paraméteres valtozatat hasznaljuk ahol a
Q(s,a;0) ~ Q(s, a) figgvény ¢ paramétereit tanuljuk. A paraméteres
eset is modellmentes, tehat elég a ()-t tanulni, nem kell a modellt is

kozeliteni. Paraméteres esetben el0szor az

1 A A
Eri(s, a;6) = (R(s) +7 max Q(s',a’;6¢"") — Q(s,a;6"))?

2 a’€A(s)

(13.9)
hibafiiggvényt definidljuk, ahol #®) a t. 1épés paramétervektora. A fris-
sitési szabalyban §-t igy akarjuk véltoztatni, hogy a hibafiiggvény
csOkkenjen. Tehat a hibafiiggvény derivaltjat kivonjuk egy « tanuldsi
ratdval megszorozva:

9§t+1) _ ngt)+

9Q (s, a;0M)
06
(13.10)

+« (R(s) + mjl(X) Q(s', a0 V) — Q(s,a;00)
a’'€A(s’

Itt is lehetséges az off-policy tanulds, pl. e-mohé eljardsmaod adja a sétat.

Két technika a tanulds stabilizdldsdra: visszajatszas (replay) és késlel-
tetett frissités. A (13.9) hibafiiggvényt két dolog hatdrozza meg: egy
(s,a, R(s),s’) négyes, amely a séta kovetése sordn keletkezik, és a
9(=1) és ) paraméterezések.
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A visszajatszds technikdja sordn a kordbban megldtogatott
(s,a, R(s),s’) négyesekbll vesziink egy véletlen mintdt, és az
alapjan hajtjuk végre a frissitést (nem pedig a legutébbi alapjan). Akér
tobb mintét is vehetiink, és ezek alapjan frissithetiink, és ezt barmikor
megtehetjiik, nem csak amikor éppen 1€p az dgens.

A késleltetett frissités technikdja azt jelenti, hogy a (13.10) egyenletben
nem a 0~ Y-et haszndljuk, hanem egy kordbban rogzitett #' paramé-
tervektort hasznalunk sok frissitéshez, miel6tt attérnénk az aktuélis 6
haszndlatara, és ezutdn ez lesz az \j rogzitett ' egy darabig, és igy to-
véabb.

Ez a két technika jelentOsen javitja a Q-tanulds teljesitményét, kiilo-
nosen sok paraméter esetén, mert altaluk feliigyelt tanuldsi feladatok
sorozatdv alakul a feladat, a Q paraméterei stabilabban konvergélnak.?

Eljarasmoéd keresés (policy search)?

Magat az eljardsmoédot is lehet direkt médon tanulni (Q() vagy UJ()
fiiggvények nélkiil). Most is tegyiik fel, hogy az eljardsmoédot paramé-
terezett fiiggvény formajaban keressiik 6 paraméterrel, s6t legyen szto-
chasztikus az eljarasmod (mert igy differencidlhat6 lehet a paraméteres
reprezentdcid): m(als, ) annak a valdsziniisége, hogy s éllapotban a
akciot valasztjuk.

Legyen p(6) az eljardsméd véarhat6 hasznossédga:

p(0) = E (D _~'R(S,)|6

2Volodymyr Mnih, Koray Kavukcuoglu, David Silver, Andrei A Rusu, Joel Ve-
ness, Marc G Bellemare, Alex Graves, Martin Riedmiller, Andreas K Fidjeland, Ge-
org Ostrovski, and others. Human-level control through deep reinforcement learning.
Nature, 518(7540):529-533, 2015. (doi:10.1038/nature14236)

3Jan Peters. Policy gradient methods. Scholarpedia, 5(11):3698, 2010. revision
#137199. (doi:10.4249/scholarpedia.3698)
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ahol H a horizont, ami lehet végtelen is. Itt feltessziik, hogy véges. Az
S1, ..., Sy dllapotsorozat eloszlasit a w(als, ) eljarasméd adja és az Sy
véletlen dllapot (feladatfiiggs eloszldssal). A p(6) hasonlé az dllapotok
hasznossagahoz, de itt az Sy kezddéllapot is véletlen véltozo.

A p(0) fiiggvény Vyp(0) gradiensét kell kozeliteni valahogy, és akkor
a kordbbi gradiens modszer alkalmazhaté. Modellmentes megkozelités
(REINFORCE algoritmus). Legyen 7 = (sg,aq9.-.,Sy-1,0H5-1,5H)
egy trajektdria amit kiguritdssal (roll out) kapunk, azaz alkalmazzuk a
7 eljarasmodot, és igy

T

P(7]0) = P(so) P(sti1|8t, ar)m(ag]se, 6) (13.11)

t

Il
=)

Vezessiik be az R(7) jelolést:

—F (Z fR(St)w) = E(R(7)|6) = Y _ P(7|0)R(
ahonnan
Vop(0 ZVQP T10)R ZP 710)VyIn P(7]|0)R(7) =
=E(VelnP<T|9) (7)[6)
(13.12)

ahol az (1) egyenldség a ,,REINFORCE triikkk”. Ez azért kell, hogy—
mivel logaritmusok gradiensével dolgozunk—ki fognak esni az &tmene-
ti val6szintiségek a gradiens képletbdl, modellmentes mddszert kapunk.
A (13.11) egyenlet alapjan

H-1
Voln P(7]0) = > Vylnm(as, 0) (13.13)
t=0

ahol a feladatkornyezetet leird valdszintiségek kiestek, hiszen additivak
és nem fiiggnek 6-t6l.
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A fentiek sordn a gradienst hoztuk kedvezd alakra: egyrészt a feladat-
kornyezet modellje kiesett, masrészt a trajektoridk folott vett varhatod
értékként fejeztiik ki. Utdbbi lehetdvé teszi, hogy torzitdsmentesen ko-
zelitsiik ezt a varhat6 értéket konkrét trajektoridk folott vett atlag se-
gitségével. Allitsunk el K darab trajektériat: 7, ... 75 Ekkor, a
(13.12) egyenletbe a (13.13) képletet, és a trajektéridk hasznossagdnak
a definicidjat behelyettesitve, €s empirikus kozelitésre (azaz dtlagra) at-
térve
el Sy )l i)(i)‘gH_t 0
Voplt) = — > Volnr(a"|s”,0) ;73(3t ) (13.14)

i=1 L t=0

7z

Ez mar lehet6vé teszi, hogy a 6 paramétereket tanuljuk gradiens mdd-
szerrel:
9(t+1) = Q(t) + OéVgp(@)|9:9(f,)

Konkrét feladat esetében a 7 eljarasmaéd 0 paraméterezése sokféle lehet,
gyakran mesterséges neurdlis halo.

13.3. Monte Carlo fakeresés*

Tegyiik fel, hogy most ismét adott az R(s) jutalom és a P(s'|s,a) ét-
menetvaldszinliség, de utébbi nem explicit, hanem generativ mddon:
tudunk mintdt venni egy S ~ P(S]s, a) véletlen valtoz6bol a cselekvés
tényleges végrehajtasa nélkiil, azaz tudjuk szimuldlni az atmeneteket.

Tegyiik fel tovdbba, hogy az dllapotok szdma nagyon nagy. Agens el6tt
két lehet6ség: a modell segitségével paraméteres reprezentaciok eldre
betanuldsa (13.2.3 fejezet), vagy valds id6ben tervezés. A ketté kombi-
nalhato.

4C.B. Browne, E. Powley, D. Whitehouse, S. M. Lucas, P. I. Cowling, P. Rohlfsha-
gen, S. Tavener, D. Perez, S. Samothrakis, and S. Colton. A survey of monte carlo tree
search methods. IEEE Transactions on Computational Intelligence and Al in Games,
4(1):1-43, March 2012. (doi:10.1109/TCIAIG.2012.2186810)
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13.3.1. Ritka mintavételezés (sparse sampling)°

Az agens sq éllapotban van, ahonnan egy fakeresést végez a genera-
tiv modell segitségével. A faban allapotcsucsok és cselekvéscsicsok
vannak. Egy s allapotcsics gyerekei az s-ben végrehajthatd cselek-
vések. Egy (s,a) cselekvéscsiics gyerekei pedig C' db. dllapotcstcs:
sh,..., 80, ahol s; a P(S]s, a) eloszlasbdl vett fiiggetlen minta, és C'
egy konstans.

A fa H allapotatmenetet szimuldl, tehat minden levél egy allapotcsics
amely egy H ugrast tartalmazd, so-bol induld szimuldcionak felel meg.

A fa kiértékelése: minden s dllapotcsucshoz kiszamolunk rekurzivan
egy U(s) hasznossdgértéket, és minden (s,a) cselekvéscsticshoz egy
(Q)(s,a) értéket. Ezekkel a pontos U(s), ill. Q(s,a) értéket szeretnénk
kozeliteni. A rekurziv képletek:

U(s) =

~

- R(s) ha s egy levél allapotcsucs
max, (s,a) egyébként

N

Qs.0) = Bls) +75 S U()

~

A vélasztott cselekvés pedig nem mas mint arg max, (s, a).

Lényeg: a futdsid6 csak H-tol, C-tdl, és a cselekvések szamatol fiigg,
de nem fiigg az 4llapotok szamatdl. A C' lehet sokkal kisebb mint az
allapotok szdma (ezért hivjak ritka mintavételezésnek). A H és C' pa-
raméterek pedig beallithatdk dgy, hogy az U (s) kozelitések elére adott
pontossaguak legyenek, ha 0 < v < 1 és az R() jutalomfiiggvény kor-
latos.

Probléma: minden lehetséges cselekvéssorozatot azonos sullyal vizsga-
lunk, fiiggetleniil azok min&ségétdl, igy til nagy fat kell kiértékelni.

SMichael Kearns, Yishay Mansour, and Andrew Y. Ng. A sparse sampling algo-
rithm for near-optimal planning in large markov decision processes. Machine Lear-
ning, 49(2):193-208, 2002. (doi:10.1023/A:1017932429737)
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13.3.2. UCT algoritmus®

Otlet: a keresés sordn az igéretes cselekvéssorozatok mentén egyre tobb
mintat kellene venni, és egyre mélyebbre kellene épiteni a fat, mig a
kevésbé igéretes irdnyokra egyre kevesebb energiat kellene pazarolni.
Ugyanakkor azért minden lehetdséget elégszer ki kell probdlni, hogy
megalapozott dontéseket hozhassunk arrél, hogy melyik irdny jé vagy
0SSZ.

Ez ismét a kordbban mar latott felfedezés/kihasznélds (explorati-
on/exploitation) dilemma. Az UCT algoritmus {6 6tlete, hogy az UCB1
(upper confidece bound) algoritmust hasznélja a fa épitésére, ami egy is-
mert algoritmus a tobbkaru rablé (multi-armed bandit) probléma meg-
oldasdra. A tobbkaru rablé probléma pedig a felfedezés/kihaszndlas
dilemma matematikai megfogalmazasa.

UCBI1 algoritmus

A tobbkaru rabl6 probldmaban adott aq, ..., ax cselekvés, mds néven
kar. Minden kar véletlen mennyiségii jutalmat ad ha meghuzzuk, és a
jutalom eloszldsa a karra jellemzd. Minden iterdcidban egy kart meg-
hizunk, a feladat pedig minél hamarabb megtaldlni a legjobb kart, pon-
tosabban szélva maximalizalni az 6sszjutalmat varhat6 értékben.

Az UCBI algoritmus alapétlete, hogy minden karra egy konfidencia
intervallumot szdmolunk ki a multbeli mintdk szdma és értéke alapjan,
€s mindig a legmagasabb fels6 korlatd kart hizzuk meg. Kevés minta
esetén az intervallum széles, tehat a felsd korldtja magas (exploration),
viszont a legjobb kar fels6 korlatja mindig magas marad (exploitation).

Az UCBI algoritmus el6szor minden kart meghiz pontosan egyszer.

®Levente Kocsis and Csaba Szepesvari. Bandit based monte-carlo planning. In
Johannes Fiirnkranz, Tobias Scheffer, and Myra Spiliopoulou, editors, Proceedings of
the 17th European Conference on Machine Learning (ECML), pages 282-293, Berlin,
Heidelberg, 2006. Springer. (doi:10.1007/11871842_29)
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Ezutan legyen a ¢ id6pontban N; az a; karhoz tartoz6 meghuizasok sza-
ma, és (Q; a hizdsok soran kapott jutalmak atlaga. Ekkor az UCBI1
algoritmus a ¢ + 1 idGpontban az a; kart hizza meg, ahol

— 2Int
J = argmax (Qi + . )

N;

Itt feltettiik az egyszertiség kedvéért, hogy a jutalmak értéke a [0, 1]
intervallumbdl jon.

Kiguritas (rollout) alapi fakeresés

Az UCT algoritmus a ritka mintavételez€s algoritmusdval szemben ki-
guritdsok segitségével fokozatosan noveszt fat, amit a memoridban tarol
(tehat a fa nem csak virtualisan 1étezik).

A fa csdcsal  dllapotok. Egy s csdicsban taroljuk az
N(s),N(s,a),Q(s,a) értékeket, amelyek az s latogatdsi szdma,
s-ben a cselekvés kiprobdlasi szdma, és a kiprobaldsok tapasztalt

hasznossédgainak atlaga.

kiguritédsos—-fakeresés (s_0)

1 s_0 hozzadadasa gyokérként

2 while (megdlldsi feltétel nem teljesiil)
3 s_1 = levélKeres (s_0)

4 U 1 = kiértékel(s_1)

5 visszaterjeszt(s_1l, U_1)

6 return argmax_a( Q(s_0, a) )

A megillési feltétel: elfogy az id6 vagy a memoria. A levél keresése so-
ran so-bol mindig az UCB1 algoritmus szerinti cselekvéseket valasztva
megyilink amig a rdkovetkezd dllapot mar nincs a fidban. Ezt a hidny-

7 2

z0 rakovetkezd éllapotot felvessziik Uj levélként. A levélkeresés sordn
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vélasztott cselekvés s dllapotban az UCBI1 algoritmus szerint az az a
cselekvés, ahol vagy N(s,a) = 0 (ha van ilyen), vagy (ha mar nincs
ilyen)

a = argmax (@(s, a;) + 2]\1[?8—]\1585)> :

Levél allapot kiértékelése: véletlen cselekvéseket vélasztva végallapo-
tig, vagy elég nagy szdmu lépésig szimulaljuk az dgenst, és a tapasztalt
(Ieszamitolt) hasznossag lesz az érték. A visszaterjesztés utdn a mezdk

a kovetkezdk lesznek: jelolje sg, ag, ..., S;—1,a;_1, 5; @ gyokérbdl az s,
levélig vezetd utat. Ekkor az s, csticsban (0 < £ < [)
@(Slm ak) —

-1
1 = i~k (o I—k
N(sw,ap) + 1 <N<Sk; ar)Q(sk, ar) + ;7 R(si) +~ Uz) ;

(13.15)

N(Sk) = N(Sk) + 1,
N(Sk, ak) = N(Sk, ak) + 1,
ahol U, a levél (vagy végéllapot) kiértékelése.
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13.3.3. Hattértudas hasznalata

A fenti algoritmusok csak a generativ modellt haszndltdk. Hasznalha-
tunk azonban hattértudast, heurisztikakat is.

Ha van kozelit U (s) heurisztikank az U (s) fuggvényre, akkor a kiér-
tékelés visszaadhatja egyszertien az U, = U(s;) értéket.

Ha van kozelitd becslésiink az optimélis eljardsmddra, amely megad
egy m(a|s) heurisztikus valészintiséget (s-ben a cselekvés valGszintisé-
gét), akkor az UCBI1 algoritmus helyett a levél keresése soran alkalmaz-
hatjuk a progressive bias modszerét. Ekkor s dllapotban a vdlasztott a
cselekvés a kovetkezo lesz:

_ m(ails) >

a = arg II}IE?X <Q(S, CLZ') + m

Itt feltettiik, hogy Q(s,a;) € [0,1], de normalizdldssal ez elérhets ha
ismert a fels6 és alsé korlat.

Végiil, a (als) értékeket haszndlhatjuk a kiértékelés soran is a végalla-
potig torténd kiguritdsra (a véletlen cselekvésvalasztas helyett). Az igy
kapott tapasztalati hasznossdgot kombindlhatjuk az U() fiiggvénnyel,

pl. vehetjiik az U, = (U(s;) + Ux(s1))/2 értéket, ahol U, () a kiguritds-
bol kapott érték.

13.4. Jatékelméleti kapcsolédasi pontok’

Vegyiik a kétszemélyes zér6 0sszegli jatékokat. Az egyik dgens szem-
pontjdbol a mésik dgens a kornyezet része. Jutalom csak a jaték leg-
végén, azaz a végillapotokban van, a tobbi édllapotban nulla, és v = 1
(azaz feltessziik implicit, hogy véges a jaték).

7Abra forrdsa: Reinforcement Learning: An Introduction, Richard S. Sutton
and Andrew G. Barto, The MIT Press, http://webdocs.cs.ualberta.ca/
~sutton/book/ebook/
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starting position

opponent's move

our move

opponent's move

our move

opponent's move

our move

ot Wt Wt Wate Wetn Nate!

Az elsd lehetdség, hogy az ellenfél rogzitett (de ettdl még lehet nemde-
terminisztikus, ekkor a 1épések eloszldsa rogzitett), és specifikusan ez
ellen az ellenfél ellen keressiik a legjobb stratégiat. Ekkor hasznélha-
tunk aktiv idébeli kiillonbség (TD) tanuldst utdnallapotokra (afterstate),
ahol az s, s’ az dbra visszanyilainak felelnek meg, pl. s = a, s’ = ¢:

U(s) = R(s) ha s egy végallapot
T UGs) + a(U(s)) — Uls)) egyébként

U() itt az utandllapot (afterstate) hasznossagi fiiggvény. Mdsszdval az
ellenfél allapotain valositjuk meg a TD tanuldst. Azért mikodik itt a
TD tanulds, mert a moho 1épésvélasztas megvaldsithatd, mivel az alla-
potatmenet determinisztikus és ismert (jatékszabalyok). Pl. az e-mohdé
eljardésmodot haszndlhatjuk, és a moho 1épéseken tanitunk csak.

Aktiv TD tanulds az dgens sajét dllapotain nem lenne modellmentes,
mivel a kornyezet (azaz az ellenfél) nem ismert. A sima Q-tanulds m-

168



kodik viszont. Hatranya, hogy sokkal tobb értéket tanulunk mint a TD
tanuldsndl ((s, a) parokhoz rendeliink hasznossagot, mig a TD csak az
s allapotokhoz). El6nye, hogy off-policy médszer, tehat rugalmasabban
gyljthetiink tanitopéldakat.

Lehet nemdeterminisztikus is a jaték (kockadobds). Ett6]l még miiko-
dik tovabbra is az afterstate TD algoritmus, mivel a mohé heurisztika
megvaldsithatd, hiszen a kockadobas lehetséges kimenetelei és az ezek
feletti eloszlas ismert, tehat a maximalis varhato értéki akcid kivalaszt-
haté.

Természetesen mindez miikodik dltalanositva is (ahol paraméterezett
fliggvényekkel kozelitjiik a Q ill. U tablazatokat, és gradiens mddszerrel
frissitjiik ezeket).

A rogzitett ellenfelet legy6z6 dgens helyett prébalhatjuk a minimax
(vagy expecti-minimax) jatékost megtanulni. Ebben az esetben a mi-
nimax felfogds helyett célszerlibb negamaxban gondolkodni, tehét a
két jatékos azonos abszolut értéki, de ellentétes eldjeld jutalmat kap
a végillapotokban, viszont mindkét jatékos maximalizdl. Ekkor a ha-
gyomdnyos megerdsitéses tanuldsi problémat kapjuk, csak a kovetkezd
jatékoshoz tartoz6 allapotokban a hasznossagot —1-gyel szorozni kell a
moh6 dontéseknél és a frissitési szabalyokban is. Igy egyazon tanulds
soran mindkét jatékos (MIN és MAX) stratégidja is el6all. Felfoghatjuk
ezt ugy is, hogy ,,0onmaga ellen jatszik™ az dgens (hiszen egy sakkozo is
jatszik vildgossal és sotéttel is).

Ezzel a pici mddositdssal tehat minden kordbbi technika hasznalhat6 a
minimax 4gens policy-jének a tanuldsdra. Pl. az eljarasmod keresés is
alkalmazhat6 jatékokban, hiszen ott is egy H horizontig néztiik a kiguri-
tasokat, és az alapjdn tanultunk. Legyen 6 ismét a 7(s|a, 6) eljarasméd

paraméterezése. Allitsunk el K darab trajektériat: (M, ... 75 és
legyenek ezeknek a végeredményei R, ... RO,
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Beldthatd, hogy hasznélhatjuk a kovetkezd gradienst:

| J -l
Vop(6 Z Volnn( at |s§l),0)
z:l t=1
ahol zt (@) a t. lepesben 1épd 4gens szempontjabdl értelmezett jutalom,
tehat zt = +R®. Itt felhasznaltuk, hogy minden kiguritds minden
1épése alapjan lehet tanulni. Iterdlni is lehet, €s ekkor az dgens jatszhat
onmaga korabbi verzidival is. Tetszoleges fix adgens ellen is levezethe-
tiilnk a (13.14)-hez hasonl6 képletet, hasonl6 okoskoddssal, ahol csak a
sajat dgensiink 1épéseire kell szummazni.

A Monte Carlo fakeresés is hasznalhat6 jatékfakban.

Nemdeterminisztikus esetben lattuk: varhat6-minimax. A ritka min-
tavételez€s alkalmazhat6. Pl. ha kockadobds szerepel a jatékban
(CHANCE cstics) akkor nem az Osszes kimenet lesz a leszarmazott-
ja, hanem C' db. konkrét dobds, és ezek értékének az dtlaga lesz a
CHANCE cstcs értéke. Ez akkor segit, ha C' sokkal kisebb mint a le-
hetséges kimenetek.

Az UCT algoritmus is alkalmazhaté. Csak a visszaterjesztés fog kii-
16nbozni. Egy kiguritds s végallapotanak kiértékelése utdn minden
1épésben a tapasztalt jutalom z, = +R(s7), annak fiiggvényében, hogy
a k. 1épés melyik jatékosé. Ennek alapjdn a visszaterjesztés (13.15)
egyenlete helyett a

— 1

Q(Sk, Clk) = W ( (Sk, ak>@(8k, CLk) —+ Zk) 5 (1316)

adodik. Hattértud4st is ugyanigy lehet hasznalni.

170



14. fejezet

Az MI filozofiaja

Az MI-t 4gy definidltuk mint ami a raciondlis dgensekkel foglalkozik,
nem az emberi intelligencidval.

Most térjiink vissza az emberi (Ontudat, gondolkodds, elme) és a mes-
terséges intelligencia viszonyara.

Gyenge MI hipotézis: készithetiink olyan ,,gépeket”, amik ldtszdlag in-
telligensek, de ,,val6jaban” nem feltétleniil van ,,elméjiik” (ill. dntuda-
tuk).

Erds MI hipotézis: készithetiink olyan ,,gépeket”, amelyeknek ,,valodi”
,elméjiik” van.

Vigyéazat: (1) Mi a ,,gép”? pl. az 6ra gép, a szamitégép gép, az ember
nem gép (wetware?...) Hol a hatar? Mi ennek a jelent6sége? (2) Mi az
,elme”? Nekem van. Masoknak is van? Az 6rdnak nincs. Halaknak?
Ha madsnak is van, olyan mint az enyém? Vannak kiilonb6z6 elmék?
(nyelv szerepe)

Tehat: lehetséges allaspontok: gyenge MI tagaddsa (még latszolagos
intelligencia sem érhetd el), gyenge MI elfogaddsa mikdzben erds MI
tagaddsa, elfogaddsa vagy ignoralasa.
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14.1. Gyenge MI: lehetséges?

Miért ne? Béar még messze vagyunk (s6t, mint lattuk, nem is igazan
cél). De sokan a gyenge MI-t sem fogadjak el.

Fontos, hogy a gyenge MI legalabb ellendrizhetdnek tlinik empirikusan
(definicigja empirikus jellegii feltételeket szab).

14.1.1. Turing teszt

A gyenge MI empirikus tesztje. Sok varidcidja van, pl.: a kisérletezd
ember irott lizeneteket valt 6t percig egy szamitogéppel vagy egy masik
emberrel, és el kell dontenie, hogy ember-e a partner. (Loebner prize,
részletes szabalyok).

Fontos, hogy mindegy, hogyan csindlja a program, a 1ényeg, hogy mit
csindl (ez a gyenge MI 1ényege).

A Turing tesztet (mint a gyenge MI empirikus tesztjét) sok szempontbdl
lehet kritizdlni. Pl. (1) a viselkedés egy sziik szelete, nem vizsgdlunk
hang- vagy képfeldolgozast, motorikus képességeket. (2) Képzetlen,
gyanttlan tesztel6ket nagyon konny( atverni, pl. ELIZA pszichoanali-
tikus program...

14.1.2. Gyenge MI elleni érvek

1. Egy gép sosem lesz képes X-re! Miért ne?

2. Godel nemteljességi tétele: az ember mindig tobbet 14t mint bar-
mely formdlis rendszer, tehat barmely formadlis rendszernél intel-
ligensebb. De!

(a) A Turing gép végtelen memoridju. Véges rendszerre nem
meriilnek fel a problémdk. Az ember végtelen memoridju
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vajon? Az Univerzum lehet, hogy maga is végesallapoti
rendszer. Relevéns ez egyaltalan?

(b) A nemteljességi tételek kozpontjdban Onreferencia van; de
ez az emberekre is vonatkozik. Persze lehet tdgabb, ,,meta”
elméleteket gyartani, de ezeknek is van Godel mondata.

(c) Alegfontosabb: az emberi intelligencia €s gondolkodds nem
matematikai jellegli. A tudds nem konzisztens se nem for-
malis. A Godel tétel tehat irrelevdns, érdektelen az MI
szempontjdbol: nem a szimbolummanipuldlé formélis rend-
szerek az érdekesek, hanem a bizonytalansdg, inkonzisz-
tencia modellezése, a heurisztikus, informélis gondolkodas,
asszocidciok, mintafeldogozas, stb., kezelése. Ezeknek a
modelljei is persze ,,formalisak™ lesznek, de az intelligen-
cia lényege nem a tételbizonyitdsra vezethetd vissza.

3. GOFAI (Good Old Fashioned Al) problémadi: hasonl6 a fenti ér-
veléshez: a formadlis, logikai rendszereknek vannak problémdi,
de nem csak ilyen megkozelitések vannak, pl. statisztikus tudds-
reprezentécio és tanulds. Mdas szdval van nem-propozicionélis ta-
nulds (pl. neurdlis hdl6), nem-feliigyelt tanulds, megerdsitéses
tanulas, stb.

14.2. Eros MI: lehetséges?

Tegyiik fel, hogy egy gép dtmegy a tokéletesitett Turing teszten: teljesen
emberien viselkedik (beszél). Ekkor van elméje vagy nincs?

Két sz€1s6ség: (1) Van elméje, pusztin a viselkedésébdl erre kovetkez-
tetiink (2) Az emberi agy elengedhetetlen az elméhez.

Altaldban hogyan déntjiik el, hogy valami ,,igazi” vagy nem?

1. vihar: egy szdmit6gépes szimuldcié nem igazi vihar; mi a helyzet
a sz€l- és es6géppel keltett viharral?
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2. tokaji aszd: ha atomrdl atomra masolom, akkor se lesz tokaji,
csak masolat (miért is? mert a tokaji bordszok nem keresnek raj-
ta? vagy elveszik egy ,,esszencidlis” tulajdonsig?)

3. 16: atomrdl atomra masoljuk, akkor lovat kapunk vagy nem?

Fesziiltség van itt is a tesztelhetd tulajdonsdgokon alapuld, és az esszen-
cialista megkozelitések kozott. Az elme esetében mi a kulcs?

1. Ontudat és qvalia (qualia)? (Ez lehet, hogy kell, de egyesek szerint
nem elég). Meg lehet figyelni? Kozvetleniil nem, de neuralis
korrelatumokat lehet mérni.

2. funkciondlis egyezés (azaz az elme allapotainak oksédgi leirdsa
egyezzen az emberével)? De itt az elme modelljeinek egyezésé-
6l besz€liink; nem lakozhat az elme mégiscsak a modellek altal
elabsztrahdlt dolgokban? Nem kell ehhez tokéletes modell?

3. bioldgiai hardver kell? (wetware). Ez hasonlit a funkciondlis mo-
dellekkel valé érvelésre.

Etikai kérdések is felmeriilnek: igazabdl csak a sajat elmémrdl tudom,
hogy 1étezik, a tobbiekérdl csak felteszem. De akkor mikrdl tegyem fel?
Sajat csoport? Orszag? Faj? Idegenek?

A szabad akarat kérdése is felmeriil néha; de ez foleg érzelmi kérdés
mAr.

A f6 eszkoz egyelGre a gondolatkisérlet, amivel nagyon kell vigydzni,
de jobb mint a semmi.
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14.2.1. Gondolatkisérletek
Agyak egy lavorban

Ha a vildg csak szimulacid, vajon lehet-e igazi az elme (hiszen a men-
talis allapotai nem igazi dolgokat jelolnek). Ebbdl az egyik tanulsag,
hogy a mentdlis dllapotokra vonatkozé megkotésekkel vigydzni kell a
definiciékban.

Agyprotézis

Cseréljiik ki az agyban a neuronokat egyenként azonos miikodést mii-
neuronokra (tegyiik fel, hogy ezt meg tudjuk tenni, de jegyezziik meg,
hogy ez messze nem vildgos, aztdn pl. nem biztos, hogy csak a neuro-
nok szdmitanak, pl. fehérjék is, stb.). Tehat a gondolatkisérlet alapéllasa
funkcionalista, hiszen felteszi, hogy lehetséges a neuronok tokéletesen
azonos funkciéji miineuronnal valé cseréje.

Kérdés: igazi marad-e az elme mindek6zben. Van aki szerint az 6ntudat
fokozatosan elveszik (?), mig a viselkedés véltozatlan (hiszen ez feltétel
volt).

Ha az ontudat elveszhet mig a viselkedés valtozatlan, akkor az ontudat-
nak nincs oksdgi szerepe a fizikai jelenségekre. Tehat epifenomén.

Kinai szoba

Nagyon hires gondolatkisérlet.

Adott egy szoba, benne egy ember aki nem besz€l kinaiul. A szobdn van
egy ablak amelyen 4t kinai irdsjelek jonnek. Az embernek van egy nagy
konyve, benne szabdlyok, amelyek segitségével legyart kinai irdsjeleket
(mikozben fogalma sincs mit jelentenek), és ezeket kikiildi az ablakon.
(A szoba nem kell, az ember memorizalhatja a konyvet.)

175



Tegyiik fel, hogy a szoba dtmegy a Turing teszten. Az embernek van
ontudata. Akkor ez er6s MI? Nem (mondja Searl). Miért ne (mondjdk
méasok)? Pl. a szoba mint egész esetleg tud kinaiul.

Vegyiik észre, hogy a szoba a tdrolt programu szdmit6gép metaford-
ja. Ugyanazt a viselkedést nagyon sok Turing géppel el lehet érni. Pl.
ha van egy programom, akkor azt futtathatom univerzélis gépen. Sét,
az egész univerzalis gépet a programmal egyiitt futtathatom egy masik
univerzdlis gépen, stb.

Vilagos, hogy a viselkedés ugyanaz, mig a belsé allapotok elég kiilon-
bozdek. Az érv tehat az, hogy nem plauzibilis, hogy mindegyiknek van
tudata, de akkor melyiknek van? Csak egynek? Egynek sem?

14.3. Nyelv, intencionalitas, ontudat

Allitds: (1) szocidlis kozegben a (2) modellezési képesség tokéletese-
désével a nyelv és ontudat kb. egyszerre jelenik meg.

Melyik ez a pont? Az intencionalitds: modellezni tudom (megértem)
a fajtarsak (é€s mas Iények) mentdlis dllapotait: hit, szandék, cél, moti-
vacid. Szoktak népi pszichologidnak (folk-psychology) nevezni. Ekkor
mar

* logikus igény a madsik mentdlis allapotainak befolydsoldsdra:
emiatt a kommunikécié spontdn megjelenik

* sajat magamat is ugyanigy tudom mér modellezni mint masokat
(énkép), (s6t kommunikalni is tudok magammal): ontudat fontos
eleme

* anyelv belsdvé vilik: a gondolkodds a belsd beszéd, az dontudat
narrativa sajat magamrol
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* evolicids adaptaciok is rasegitenek (beszédszervek, kognitiv ké-
pességek) hiszen a nyelvnek és mdsok manipuldcidjanak szelek-
tiv elénye van: Onerdsitd folyamat. De a nyelv megjelenése az
altalanos kognitiv képességek fejlédésének koszonhetd, az evo-
luci6 ezt ,.kapja fel”.

14.4. MI fejlodése: veszélyek és etikai problé-
mak

14.4.1. Kreativitas

Ha ,,tdl j6” a keresd algoritmus, és a célfiiggvény nem pontos.

PI. dpol6 robot: ha célfiiggvény a paciens szenvedésének a minimaliz4-
lasa, akkor pl. a paciens megolése nullara csokkenti.

Pl. takarit6 robot: ha a por mennyiségét minimalizaljuk, akkor pl. a
szenzorok tonkretétele az érzékelt port nulldra csokkenti, tehat optima-
lis megoldas.

Ez nagyon komoly veszély, talan a legkomolyabb az MI-ben: ha nem
korldtozzuk a kreativitast valahogy, akkor gond lesz, mert pontos cél-
fliggvényt szinte lehetetlen adni.

14.4.2. Ontudat

Etikai problémak (kikapcsolds, szétszerelés, stb.).

Van spontén kialakuldsra esély? Miért ne? (kordbban lattuk: megfeleld
kognitiv képességek + szocidlis kornyezet kell hozzd).

PL. (1) egy mélytengeri buvarrobot: nem szocidlis; (2) takaritd robot:
szocidlis, de egyszer( feladat, nem komplex a kognitiv igény; (3) 4pold
vagy focista robot: ilyen helyeken a legnagyobb az esély. (Persze nem
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csak robotokra igaz, virtudlis 4gensekre is érvényes).

Fontos: elvileg spontdn bekovetkezhet, egyfajta fazisdtmenet sordn, ha
a kognitiv képességek egy kritikus szintet elérnek, és elég komplex a
kornyezet is.

14.4.3. Hatalomatvétel

Kedvelt sci-fi téma.

Elvileg rosszul tervezett célfiiggvény, és til kreativ rendszer esetén
gond lehet, de nem val6szin{i, hogy ne lehetne id6ben ledllitani (?)

Val6szinlibb a kiborg forgatokonyv: orok élet, korldtlan intelligen-
cia/erd.

Lényeg: a célfiiggvény az eredeti emberi célfiiggvény (hatalom, pénz,
stb...)
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