Geometriai
transzformaciok
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Geometriai transzformaciék

@ Objektumok transzformalasa és animalasa a 3D-s szintéren
@ Matrix és oszlop vektor szorzasa
o x' = Ax
o x’ transzformalt oszlopvektor (vertex pozicié)

o A transzformaciés matrix (transzforméaciét leiré matrix)
@ x transzformalandé oszlopvektor (vertex pozicid)

e x" = Bx' = BAx
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Transzformacios csévezeték

Objektumtér joté .
4 5 Modellezd Viligtér o Nézeti
transzformacio 7| transzfomacio
Kameratér
\ 4
Vetiileti Vigotér _| Perspektivikus
transzformacio g 0sztas
Normalizalt
eszkoztér
A\ 4

Nézet-ablak és Ablaktér
mélység tavolsag———p
transzformacio
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Transzformacids csévezeték
Objektumtér

Vertex pozicié meghatarozasa egy koordinata rendszerben
Minden objektum egy sajat objektumtérrel rendelkezik
Pozici6 abrazolasa vektorként (pl. koordinata-harmasok)

Transzformaciok segitségével az egyik térben 1évé poziciét egy
masik térben lévs poziciéra képeziink le
Normalvektor

o Adott feliiletre meréleges egység hosszi vektor
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Transzformacios csévezeték

Homogeén koordinatak

o Négy-komponensii (x, y, z, w) alak
o Egy Descartes koordinataval megadott (x,y, z) helyvektor
specialis esete
° (X7y7 Zz, W) = (X/7.y/7 zla W/)v
e ha J egy olyan h # 0,
o hogy X' = hx, y' = hy, 2/ = hz, w = hw
e w = 0 homogén pozici6 esetén végtelenben évés pont
e (0,0,0,0) homogén koordinata nem megengedett
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Transzformacios csévezeték

Homogeén koordinatak

e w # 0 esetén (x,y, z, w) szokasos jelolése
o (2.2.2.1)
@ (x,y,z) Descartes koordinatdhoz egy 1-est negyedik
komponensként hozzavéve adhatjuk meg a homogén alakot

° (X, .y7 Z7 1)
e Egy (x,y,z,w) homogén pozici6 homogén osztas utan
o (x',y',7',1) pozicicként fog megjelenni
e Az utolsé 1-es komponens elhagyasaval kapjuk meg a homogén
poziciéhoz tartozé Descartes koordinatat
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Transzformacids csévezeték
Vilagtér

o Objektumok kozott nincsenek térbeli viszonyok definialva az
objektumtéren

@ Az objektumok egymashoz valé viszonyuk
meghatarozasa/megadasa

o Egy objektumtérben lévé modell homogén vertex poziciéjanak
(w = 1) modellezé transzformaciéval valé szorzasa

o A modell vilagtérbe transzformalt pozicigja
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Transzformacios csévezeték

Vilagtér - Modellezd transzformacié

@ 3D-s modellek elhelyezése a vilagtérben
Forgatas

Eltolas

Skalazas

o Transzformacié megadasa

o 4 x 4-es homogén transzformaciés matrixok
o Tobb transzformacié kombinalasa matrix szorzassal egyetlen
egy 4 x 4-es matrixba
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Transzformaciés csévezeték
Kameratér

e Egy bizonyos nézépontbdl tekintiink a létrehozott szintérre
@ A szem a koordinata-rendszer origéjaban van

@ Azt a transzformaciét, ami a vilagtéren |évé pozicidkat a
kameratérre viszi at nézeti transzformaciénak nevezziik
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Transzformaciés cs6évezeték
Kameratér - Nézeti transzformacié

@ 4 X 4-es matrix
o Tipikus nézeti transzformacié a vilagtéren lévé kamera
poziciéjat a kameratér origdjaba viszi
o Eltolas és elforgatas
@ Meghatarozza a kamera helyét és iranyitottsagat
@ Modell-nézeti matrix

o Arnyalasi szamitasok kamera- vagy objektumtérben
e A modellezé és nézeti transzformaciés matrixok dsszeszorzasa

11/84



Transzformacios csévezeték
Eltolas

o T eltolas matrix

0
T(t) = Tt . 1) = o b

O O O =
O O = O

0 1

@ T(t) alkalmazasaval egy p pontot a p’ pontba tolhatunk

p' = (Px + tx, Py + ty, pz + tz, 1).

o Inverz transzformaciés matrix
o T(t) 1 =T(-t)
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Transzformacids csévezeték
Forgatas

® R(¢), Ry(¢) és R,(¢) forgatasi matrixok
e X, y és z tengelyek koriili forgatas ¢ szoggel

1 0 0 0

| 0 cosgp —sing 0O
Ru(¢) = 0 sing <cos¢p O
0 ©0 0 1

cos¢p 0 sing O

0 1 0 O

Ry(¢) = —sing 0 cos¢ O
0 0O 0 1

cosp —sing 0 O

sin cos 00

0 0 01
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Transzformacids csévezeték
Forgatas

Bal-fels6 3 x 3-as részmatrix diagonalis elemeinek dsszege
(matrix nyoma) allandé
o tr(R) =1+ 2cos¢
Forgatasi matrix ortogonalis matrix
o Inverze megegyezik a matrix transzponaltjaval
e R\1=RT
Inverz forgatasi matrix
o R(9) = Ri(—0)

Forgatasi matrix determinansa mindig eggyel egyenld
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Transzformacids csévezeték
Forgatas

o A z tengellyel parhuzamos, p ponton atmené tengely koriili
forgatas

o X=T(p)R.(¢)T(—p)

T(-p)

]

A y R (n/4)

\4
\4

T(p)
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Transzformacios csévezeték
Skalazas

@ S(s) = S(sx,sy,s;) (ahol s, #0,s, # 0 és s, # 0) skalazé

matrix

e az x, y és z iranyokban az s, s, és s, értékekkel skalaz

(kicsinyit/nagyit)

S(s) =

co oY

@ Uniform skalazas
° S =5,=5,
@ Inverz skalazas
o S7I(s) =S(1/sc,1/s,.1/s;)

= O O O
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Transzformacios csévezeték
Skalazas

@ Uniform skalazasi matrix létrehozasa

e Egy homogén koordinata-vektor w komponensének a
manipulaciéjaval

S(s) =

O O oo
o O o1 o
O 01O O
= O O O
o O O
o O = O
o = O O
~ O O O

o Tiikrozé matrix,
e ha s harom értékébdl egy negativ
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Transzformacios csévezeték
Skalazas

Adott iranyba torténd skalazas
o X, f¥ és f# ortonormalt vektorok mentén

o F matrix létrehozasa

f< & f£ 0
F_<O 0 O 1)

@ F inverzével szorzunk
e vagyis az F matrix transzponaltjaval

Skalazas majd visszatranszformalas

X = FS(s)F"
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Transzformacids csévezeték
Nyiras

e Hat alap nyirast H,,(s), Hx-(s), Hyx(s), Hyz(s), Hx(s),

H_, (s) matrixokkal jeldljiik

o Els6 index azt a koordinatat jeldli, amelyet a nyir6 matrix

megvaltoztat

e Masodik index azt koordinatat jeldli, amely értékétsl a valtozas

mértéke fiigg

@ H,(s) nyirashoz tartozé matrix

H,.(s) =

o O o

o O+~ O

O R OWn

= O O O
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Transzformacids csévezeték
Nyiras

o P = (px,py,p:)" pontot balrél megszorozva

o P'=H,(5)P = (p + Pz, py, p2) "
‘A

A

H.(s)

>

X

X

Az y és z értékek nem valtoznak a transzformacié soran
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Transzformacids csévezeték
Nyiras

@ Hji(s) (ahol i # j) matrix inverze
o Ellentétes iranyba valé nyiras
o H;'(s) = Hj(~s)

o Nyiras mas formaban val6 megadasa

Hy (s, t) =

O O O
O O = O
O = ~ 0
= O O O

o A két indexszel azt jeldljiik, hogy két koordinatat nyirunk a
harmadikkal
o Hi(s,t) = Hi(s)Hj(t), ahol k a harmadik koordinatat jeldli
@ A nyiras térfogat megdrzé transzformacié
e |H =1
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Transzformacios csévezeték

Transzformacidk osszefiizése

Matrix szorzas nem kommutativ

Transzformaciok végrehajtasanak a sorrendje hatassal van az
eredményre

Tetsz6leges N és M matrixokra NM # MN
TRSp = T(R(Sp))

R (/6) S(s)

S(s) R,(1/6)
—_—
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Transzformaciés cs6évezeték
Merevtest-transzformacié

o Csak eltolas és forgatas transzformaciok osszeflizésével all els

o A hosszakat és szogeket megérzi
o Felirhat6 T(t) eltolas- és R elforgatasmatrix szorzataként

ro fror fro2 tx

X = T(t)R = rno rni rn2 ty
rg r1 2 i
0O 0 0 1

@ Inverze kiszamithatd

X =(TOR) =R IT(t) 1 =RTT(-1)
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Transzformaciés cs6évezeték
Merevtest-transzformacié

@ Az inverz masképpen is kiszamithaté

ro,
=) T
R=(ro r1r2)=1 r,
rT
27
=
R t
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Transzformacios csévezeték

Normalvektor transzformaciéja

@ Linearis transzformacidk esetén pontok kiilonbségének a képe
a képek kiilonbsége

4] A(X] — X2) = AX] - AX2
o Nem szdgtarté transzformacidkat tartalmazé matrixok
o skalazas, nyiras
o Nem mindig hasznalhatéak fel normalvektorok
transzformaciéjara
@ A normalvektorokat a geometriai transzformaciés matrix
inverzének a transzponaltjaval kell megszorozni

o M geometriai transzformacié
o N= (Mfl)T
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ranszformacids csévezeték

ormalvektor transzforméacidja

@ Gyakorlatban
o Csak forgatasok alkalmazasa esetén

o Matrix inverze maga a transzponalt matrix
@ Nem kell kiszamolni az inverzet

o Csak eltolasok alkalmazasa esetén
@ Nincs hatassal a norméalvektor iranyara
o Eltolas és forgatasok utan nem kell normalizalni
o Megbrzik a hosszokat
o Tobb uniform skalazas alkalmazasa esetén
@ Az irany nem mdédosul
o Csak a hosszat kell normalizalni
o Ha ismerjiik a skalazas mértékét, akkor osztassal elvégezhetd
o Ha mégis ki kell szamolni az inverzet
o Elegendd a matrix bal fels6 3 x 3-as matrixanak az
adjungaltjanak a transzponaltjat meghatarozni
o Osztasra nincs sziikség, mivel végiil normalizalni kell
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Transzformaciés cs6évezeték
Inverzek kiszadmitasa

o Ha a matrix egy transzformaciét vagy egyszer(
transzformaciék sorozatat tartalmazza adott paraméterekkel

e A matrixot egyszeriien lehet invertalni a paraméterek
invertalasaval és a matrixok sorrendjének a megforditasaval

o M =T(t)R(¢), akkor M~1 = R(—¢)T(—t)

@ Ha a transzformaciés matrix ortogonalis
o A matrix transzponaltja az inverze M = M7

@ Ha semmilyen informaciénk nincs

Adjungalt médszer

Cramer szabaly

LU felbontas

Gauss eliminacié
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Transzformacids csévezeték
Vagétér

@ A kameratérben lévé primitiveket a képsikra kell leképezni
e A homogén koordinatak miatt w sallyal vannak médositva
o Kanonikus térfogat
o Normalizalt eszkdz koordinatak
o Vagékockan kiviil es6 objektumok levagasa

o Kameratér koordinatait a vagétér koordinataiba a vetiileti
transzformaci6 segitségével transzformaljuk at
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Transzformacios csévezeték

Vagétér - Vetiileti transzformacié

@ A nézeti térfogat pontos alakja a vetiileti transzformacié
tipusatél fligg
o A perspektiv transzformacié egy csonka gilat hataroz meg
o Az ortogonalis vetités egy téglatestet visz at vagokockaba

o Adott térfogaton beliil levs alakzatok lathatéak
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Vetiileti transzformacié

Ortogonalis vetités

@ Parhuzamos vonalak parhuzamosak maradnak

o Legegyszeriibb transzformaciés matrix

Po =

O O O =
o O = O
o O O o
= O O O

@ Po nem invertalhat6, mivel a determinansa |[Po| =0
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Vetiileti transzformacié

Ortogonalis vetités

@ A nézd szamara probléma, hogy a pozitiv és a negativ z
értékeket levetiti a vetitési sikra
e z iranyba nem lehet vagast végrehajtani

o A takarasban lévé feliiletek kezelése problémas
e x,y és z értékek bizonyos intervallumra val6 lekorlatozasa

o Példaul a kozeli siktdl a tavoli sikig
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Vetiileti transzformacié

Ortogonalis vetités

e Matrix megadasa egy hatossal (/,r, b, t,n,f)
o bal, jobb, alsé, fels6, kdzeli és tavoli sikok megjeldlése
o A matrix skalazza és eltolja az ezekkel a sikokkal kialakitott
Tengelyhez |gazitott Befoglalé Dobozt
e Origé kdzéppontl, tengelyhez-igazitott vagékockaba
o Bal-alsé sarka (/, b, n)
o Jobb-fels6 sarka (r, t, f)
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Vetiileti transzformacié

Ortogonalis vetités

@ OpenGL-ben a z-tengely negativ része felé néziink
o —z féltérben 1évé modelleket szeretnénk megjeleniteni
@ n > f, mivel a z-tengely negativ iranyaba néziink

e Konnyebb dolgunk van akkor, ha a kozeli értékek kisebbek,
mint a tavoliak

o Felfoghatéak pozitiv tavolsagoknak a nézeti irany mentén
o Nem pedig z szem koordinata értékekként
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Vetiileti transzformacié

Ortogonalis vetités

@ Ortogonalis transzformaciés matrix megadasa:

2,0 0 0 100 -
0 -2 0 0 0 1 0 -ttt
Po=S(s)T(t) = Bh, F2n
° 0 0 0 001 —fn
0 0 0 1 000 1

2 r+41

-l o W 2 i

0 0 = -

0 0 O 1

@ A matrix invertalhaté
o Pl =T(-t)S((r —1)/2,(t — b)/2,(f — n)/2))
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Vetiileti transzformacié
Perspektiv vetités

o Perspektiv vetitési matrix @ Hasonlé haromszégek
e z=—d,d > 0 sikra képez le o%:%:qxzfd%
e A nézépont az origdban van °q = 7d%
o Egy p pontot vetitiink o g, =—d
o Képe q = (gx,q,,—d)
p
pZ
q
7=-d
" qx px;x
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Vetiileti transzformacié
Perspektiv vetités

10 0 0
01 0 0
Pp= 0 0 1 0
0 0 —-1/d 0
1 0 0 0 Px
B 1 01 0 0 py |
a=Pop=1 4909 1 o o, | =
0 0 -1/d O 1
Px _dpx/pz
_ by — —dpy/p:
Pz —d
—pz/d 1

@ Az utolsd lépésben a w komponenssel elosztiuk a vektort 36 /84



Vetiileti transzformacié
Perspektiv vetités

@ Van egy perspektiv transzformacié, amely a nézeti csonka
galat a kanonikus nézeti térfogatba transzformalja
@ Csonka gula nézet esetén feltessziik

e z = n-ben kezdédik és a z = f-ben végzédik 0 > n > f
értékek esetén

e Téglalap z = n esetén

o Bal als6 sarok (/, b, n)
o Jobb felss sarok (r,t, n)
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Vetiileti transzformacié
Perspektiv vetités

@ A kamera nézeti csonka gulajanak meghatarozasa
o (I,r,b,t,n,f)

A vizszintes latomez6t a csonka gula bal és jobb sikjai kozott
lévé szog hatarozza meg

A fligg6leges latémez6t az alsé és felsd sikok kozotti szog

Minél nagyobb a latészdg, annal tobbet ,lat" a kamera

(]

Aszimmetrikus csonka gila - sztereé latas
o r # —[ vagy t # —b értékekkel hozhatunk létre
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Vetiileti transzformacié
Perspektiv vetités

o Latémezd - Szintér észlelése @ Szélesebb latémezét besllitva az

e Szamitogép képernygje objektumok torzitva fognak
o Szem fizikai |4t6 mezeje megjelenni
e ¢ = 2arctan(w/(2d)) @ Perspektiv transzformaciés
o ¢ a latémezs matrix
o w a szintér szélessége o A csonka gulat az egység
o d az objektumtdl valé kockaba transzformalja
tavolsag
S R
f—n f—n
0 o0 1 0
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Vetiileti transzformacié
Perspektiv vetités

® q=(gx,qy, 9z, qw)" pontot transzformalva

o w komponens értéke (a legtobb esetben) nem nulla lesz és
nem lesz egyenlé eggyel

@ A vetitett p ponthoz osztanunk kell g, -vel
o P =(0x/qw:9y/Aws =/ G, 1) T
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Vetiileti transzformacié
Perspektiv vetités

o A P, matrix
o A z="f-et +1-re és a z = n-et —1-re képezi le
@ A perspektiv transzformacié végrehajtasa utan vagassal és

homogenizalassal kapjuk meg a normalizalt eszkdz
koordinatakat

@ El6szor a S(1,1,—1) matrixszal szorzunk
o A kozeli és tavoli értékek pozitiv értékek lesznek
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Vetiileti transzformacié
Perspektiv vetités

@ A normalizalt eszkoz koordinatak

A vagasi koordinatak homogén formaban vannak tarolva

x és y értékekre van sziikségiink mélységi értékekkel
Perspektiv osztas

o w-vel elosztjuk x, y és z értékeket

A geometriai adatok egy egységkockan beliil lesznek
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Vetiileti transzformacié
Perspektiv vetités

@ Ablak koordinatak

o A normalizalt vertex koordinatakat atkonvertaljuk a végsé
koordinata rendszerbe

e x és y pixel pozicikat hasznalunk
o Nézeti ablak

o Adott ablakon beliili tér meghatarozasa
o aktualis képernys koordinatakban

o A raszterizalé a vertexekbdl pontokat, vonalakat és
poligonokat allit el&

o Mélység-tavolsag transzformacié

o A vertexek z értékeit skalazza be a mélységpuffer értékeinek az
intervallumaba
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Cg példa

Transzformalt vertex poziciék

@ A vertex programok vertex poziciékat kapnak az objektum
térben
@ A program mindegyik vertex-et megszorozza a modell-nézeti és
vetiileti matrix-szal, mely a vagasi teriiletre viszi a vertex-eket
o Gyakorlatban két matrix konkatenaciéja
o Egy matrix szorzas

Szem
koordinatak

Objektum
koordinatak

Vagasi
koordinatak

Modell-nézeti
vetuleti
matrix

Objektum
koordinatak

Vagasi
koordinatak
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Cg példa
Transzformalt vertex poziciék

Példa

void C4Elv transform(float4 position : POSITION,
out float4 oPosition : POSITION,
out float4 color : COLOR,

uniform float4x4 modelViewProj)

{

// A pozicié transzformilisa
// az objektumérbél a viagdtérbe

oPosition = mul(modelViewProj, position);

color = float4 (0.8, 0.8, 0.8, 1.0);
}
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Specialis
transzformaciok
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Specialis transzformaciok
Euler transzformacié

o Egy tetszéleges forgatas
megadasara

@ Alkalmas egy kamera
iranyitottsag beallitasara

@ A kamera az origéban, z tengely  siens
negativ iranyaba néz, a felfele
mutaté irany az y tengely
pozitiv iranyaba mutat x

@ Harom matrix szorzata

o E(h,p,r) =
R.(r)R«(p)Ry(h)

Fordulo
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Specialis transzformaciok
Euler transzformacié

o Az E forgatasok Gsszefiizésével all el
e Ortogonalis
@ Inverze kdnnyen kiszamithato
s E'1=E” = (R,R,R,)7 = RTRTR]
o Az E matrix transzponaltja egyszeriibb
o Euler szogek
o (h,peésr)
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Specialis transzformaciok
Euler transzformacié

e Gimbal lock
o A forgatasok miatt egy szabadsagi fokot elveszitiink
e h=0, p=90°
o Ezutan a z-tengely koriili forgatas lényegében az y-tengely
koriili forgatasnak felel meg
e Nem tudunk a z vilagtengely koriil forgatni
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Specialis transzformaciok
Euler transzformacié

E(h,7/2,r)

cosrcosh—sinrsinh 0 cosrsinh -+ sin rcosh
sinrcosh—+cosrsinh 0 sinrsinh— cosrcosh
0 1 0

cos(r+h) 0 sin(r+ h)

sin(r+h) 0 cos(r+ h)
0 1 0
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Specialis transzformaciok

Paraméterek kinyerése az Euler transzformaciébél

o Feladat: a h, p és r Euler paraméterek kinyerése az ortogonalis

matrixbél
foo for fo2
F=1 fio fir fiz | =Rz(r)R(p)Ry(h) = E(r,p,h)
fao a1 f
cosrcosh —sinrsinpsinh —sinrcosp cosrsinh+ sinrsinpcosh
F= sinrcosh+ cosrsinpsinh cosrcosp sinrsinh— cosrsinpcosh

—cos psin h sinp cos pcos h
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Specialis transzformaciok

Paraméterek kinyerése az Euler transzformaciébél

@ cosp#0
f'
h = arctan(——=2),
f22
p = arcsin(f1),
f'
r= arctan(—ﬂ).
11
@ cosp=20
o for="f=0
e sinp=+1
cos(r+ h)) 0 sin(r=+h)
F = sin(r£h) 0 cos(r+h)
0 +1 0

@ A tdbbi paramétert h = 0-ra
e sinr/cosr=tanr = fio/foo
o r = arctan(fio/fo0)
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Specialis transzformaciok
Matrix felbontas

o Kiilonb6z6 transzformaciok paramétereinek meghatarozasa
o Transzformaciék Osszeflizésével elGallitott matrixbdl

o Kiilonbozs esetek
o Csak a skalazasi paramétereket nyerjiik ki
o Meghatarozni azt, hogy a modellen csak egy

merevtest-transzformaciét alkalmaztak-e vagy sem

e Egy animacié kulcspozicidi kdzotti interpolalas végrehajtasa
o A nyirasok eltavolitasa a forgatasi matrixbdl
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Specialis transzformaciok
Matrix felbontas

o Felbontasok

o Eltolas és forgatasi matrix szarmaztatasa
o Trivialis eltolasi értékek kinyerése merevtest-transzformacié
esetén

o Ortogonalis matrix utolsé oszlopa
o A matrix determinansa meghatarozza, hogy végrehajtottak-e
tlikrozést
o A forgatas, skalazas és nyiras szétvalasztasa komolyabb
er6feszitést igényel
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Specialis transzformaciok

Forgatas tetszéleges tengely mentén

r forgatasi tengely normalizalt

A transzformacié « szoggel forgat r korill

Talalni kell két masik egység hosszi tetszéleges tengelyt

o Egymasra és r-rel ortogonalisak (mer&legesek), azaz
ortonormaltak

o Ezek bazist alkotnak

o Otlet

o A bazist valtoztassuk meg az alaprdl az Gj bazisra

o Forgassuk el az adott objektumot « széggel mondjuk az
x-tengely kordil

e Transzformaljunk vissza az alap bazisba
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Specialis transzformaciok

Forgatas tetszéleges tengely mentén

o Szamitsuk ki a bazis ortonormalt tengelyeit
o Az elsd tengely az r
@ A masodik s-tengely megkeresése

et=rxs
o Numerikusan stabil médszer
o r abszolat értékben legkisebb komponensének 0-ra allitasa
o A két masik komponens megcserélése utan negaljuk az els6t
ezek koziil
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Specialis transzformaciok

Forgatas tetszéleges tengely mentén

@ Az r, s és t vektort helyezziik el egy matrix soraiban

@ A matrix az r vektort az x-tengelybe, az s vektort az
y-tengelybe és a t vektort a z-tengelybe transzformalja

X =MT"R(a)M. (1)
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Specialis transzformaciok

Forgatas tetszéleges tengely mentén

@ Goldman médszere
o Tetszdleges normalizalt r-tengely koriili forgatasra ¢ szoggel

cos ¢ + (1 — cos ) r2 (1 —cos@)rxry — rzsing (1 — cos@)rxrz + r,sin @
R = (1 — cos @) rxry + rzsin¢ cos¢ + (1 —cosqb)rf (1 —cos@)ryr; — rcsing
(1 —cos@)rxr: —rysing (1 —cos@)ryr: + rysing cos ¢ + (1 — cos ¢)r2
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Kvaternidk

59 /84



@ A kvaternidkat vektorként abrazoljuk és g-val jeldljik

@ A § kvaterniot a kévetkezéképpen definialjuk

a:(qv,qw):iqx+qu+qu+qwzqv+qw
qy = qu +qu+qu - (qX7qy7qZ)
P=7P2=k>=—1jk=—kji=iki=—ik=jij=—ji=k

e § kvaternié valés része g,
o A képzetes része q,, ahol i, j és k a képzetes egységek

@ g, képzetes részen értelmezve van az Gsszes vektor miivelet
o Példaul a skalazas, skalaris szorzat és kereszt szorzat
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Kvaterniok
Kvaternidk szorzata

o Két § és ? szorzatat a kdvetkezéképpen tudjuk levezetni
o A képzetes egységek szorzasa nem kommutativ

af = (igx + jay + kqz + qu)(irc + jry + kry + 1)
=i(qyr: — Gzry + rwax + qurx)
+j(gzrx — Gxrz + rway + qury)
+ k(axry — Qyrx + rwqz + qurz)
+ qwrw — QxIx — Qyly — qzfz; =
=(qv X ry + rQy + qurv), Gurw — Qv - Iy
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Kvaternidk

Osszeadas, norma, egység és az inverz

Osszeadas: §+F = (qy + v, gw + rw)
Konjugalt: * (qv,qw)*=:( qv,qw)
Norma: n(§) =+v/@4* = v/q*d = /a,-q, + g2 =

)
ﬁ+%+%+%
Egység: i = (0,1)

o Multiplikativ inverz esetén

e 'la=a4""=1
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Konjugalasi szabalyok

(@) =4
(G+7) =§" +#

Normalasi szabalyok

Linearitas

Asszocivitas
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A

o Egységkvaternié § = (qv, gw) normaja 1-gyel egyenls

(n(@) =1)

A

@ § megadhaté
o § = (sin pug, cos ¢) = sin ¢ ug + cos ¢

@ ug egy harom-dimenziés vektor
° fuglf=1

n(@) = n(sin pug, cos ¢) = \/sin2 d(ug - ug) + cos? ¢

= \/sin¢ 4 cos2p=1

o akkor és csak akkor, ha ug - ug = 1 = [Ju,]?
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iveletek egységkvaternidkon

o Komplex szamok esetén
o Egy két dimenzids egység vektor megadhato
cos ¢ + isin g = e'® formaban
o Alkalmazhat6 kvaternidk esetén is
® §=sin¢ uy + cosg = e®a
@ A logaritmus és hatvany fiiggvények ezek alapjan
Logaritmus:
log § = log(e7) = ¢uy

Hatvany:

4t = (e9%9)" = %™ = sin(pt) ug + cos(t)
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Kvaterniok
Kvaternié-transzformacié

o Egység hosszi kvaterniok (egységkvaterniok) tanulmanyozasa
o Az egységkvaterniok egy harom dimenziés forgatast
fejezhetnek ki
o Egy pont vagy egy vektor négy koordinatajat
P = (Px, Py, Pz, Pw) " helyezziik el egy p kvaternié
komponenseibe

o Tfh. van egy egységkvaternionk § = (sin ¢ ug, cos ¢)
aan—1

o Ekkor gpg

o p-t forgatja el (és igy p-t is) az ug-tengely koriil 2¢ széggel
o Ezt a forgatast barmely tengely koriili forgatas esetén
hasznalhatjuk

o § és ! ugyanazt a forgatast hajtja végre

o Egy matrixbdl valé kvaternié kinyerése akar g-val vagy —g-val
is visszatérhet
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Kvaterniok
Osszetett kvaternié-transzformacié

@ Adott g és t két egységkvaternio
o Két kvaternidval p-n végrehajtott dsszetett transzformacié

o #(apa*)r* = (F)B(PA)" = epe”
@ ahol ¢ = fq szintén egy egységkvaterni6, amelyet q és ¥
kvaternidk osszefiizésével kapunk meg
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Kvaterniok
Matrix atalakitas

@ A matrixszorzas egyes rendszerekben hardveresen tamogatott

o Hatékonyabb ilyen médon elvégezni a szorzasokat, mint az
el6z6ekben megadott formaban

o Sziikség van a kvaternick matrix formaba valé atalakitasa
mindkét iranyba
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Kvaterniok
Matrix atalakitas

e Egy g kvaternié az M9 matrixba a kdvetkezéképpen alakithato

at
1- s(q)zf + qg) s(qqu —qwqz) S(qxqz + qwqy) 0
M9 = S(qqu + qqu) 1- 5(q>2< + qg) s(quZ - qWQX) 0
$(axqz — awqy) (a9 +quwax) 1-s(az+q;) 0 |[°
0 0 0 1

o ahol s =2/n(q)
o Egységkvaterniok esetén ez a kdvetkezdképpen egyszeriisodik:
1-2(q2+q2) 2(9xqy — gwqz) 2(9x9z + quay) O
M7 — | 2axay +awa:) 1-s(az+a2) 2(qy9: —qway) O
2(qxqz - quy) 2(quz + quX) 1 - 2(q3 + q}%) 0
0 0 0 1

@ Nincs sziikség trigonometrikus fliggvények hasznalatara
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Kvaterniok
Matrix atalakitas

o Forditott iranyl atalakitas egy kicsit bonyolultabb
o Matrix elemekbdl elgallitott kiildnbségek

q q _

My — My, = 49w qx,
q q _

Moy — Mg = 4qwqy,

q q _
myy — Mo; = 4qwq:.

e Ha qyu-t ismerjiik, akkor a vq és igy g kiszamithaté
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Kvaterniok
Matrix atalakitas

@ A matrix nyoma

2., .2 2
ax +aq, +q;
tr(MY) =4 —25(¢°+q°+q2) =4 (1— 4
M (Gt gy + a:) g +aqy+ a2 +ai

_ 4qs, _ 4q;,
9z +ay+qg:+aq; n(Q)

o Ebbél kovetkezik

q q
=1 — My My,
qw = 3\/tr(M9) g = =22
— MG —M3o — mio—mgy

qy 4qw 9- 4qw
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Kvaterniok
Matrix atalakitas

@ Numerikusan stabil eljaras
o Kis szamokkal val6 osztasok elkeriilése

o Legyen t =q—w?—q2— g2 — q?

mop =t + 2q)2(,
mi =t +2q;,
myp =t + 2q§,

u= mog + my + my =t + 24>,

o Melyik a legnagyobb a qy, gy, g, és q., koziil
® moo, M11, M2z és u alapjan meghatarozhatjuk
e g, esetén el6z6 félia
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Kvaterniok
Matrix atalakitas

o Ellenkezé esetben

4q% = +moo — M1 — M2 + ms3
4q; = —moo + M1 — Moo + ma3
4q2 = —moo — M1 + M2 + ms3
4q2 = tr(M9).

o Matrix elemekbdl eléallitott kiilonbségek segitségével a
maradék q komponenseket is meg lehet hatarozni
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Kvaternidk

Gombi linearis interpolacié

@ Olyan miivelet, amelyet § és t egységkvaternié és egy t € [0, 1]
paraméter esetén egy interpolalt kvaterniét szamit ki

e Hasznos objektumok animalasanal
o Kevésbé hasznos kamera iranyitottsagok interpolalasakor

o A kamera felfele mutaté vektor megdélhet az interpolalas alatt
o Algebrai formaja egy § Osszetett kvaternié
o 3(a.7,1) = (Fa 1)’
@ Szoftveres megvaldsitaskor

° S(q, r, t) - Slerp(q’ r, t) = o 5|E1q¢' D q+ sslrna;tA
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Kvaternidk

Gombi linearis interpolacié

@ ¢ kiszamitasahoz cos ¢ = qxrx + qyry + G217z + Qurw
Osszefliggést hasznaljuk fel

o t €[0,1] -re a slerp fiiggvény egyedi interpolalt kvaternidkat
szamit ki amelyek egyiitt a legrévidebb ivet alkotjak egy
négydimenziés egységgdmbon §(t = 0)-tdl #(t = 1)-ig

o Az iv a korén helyezkedik el

o A q, ¥ és az origé altal meghatarozott sik és a négy dimenziés
egységgdmb metszeteként alakul ki
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Kvaternidk

Gombi linearis interpolacié

o A slerp fiiggvény tokéletesen alkalmas két
orientacié/iranyitottsag kozotti interpolaciéra
e Euler transzformaciéval elvégezni nem olyan egyszer(
o To&bb Euler szdg interpolalasakor gimbal lock allhat el
o Ketténél tobb orientacié esetén
® Go,q1,...,qn-1
e Amennyiben a slerp fiiggvényt alkalmazzuk minden

szakaszon, akkor hirtelen iranyvaltas lathat6 az orientacié
interpolalasakor
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Kvaternidk

Gombi linearis interpolacié

e Valamilyen spline-t kell hasznalunk interpolalaskor
o Vezessiik be &; és B,-+1 kvaternidkat q; és q;.1 kozott
e Interpolacié soran athaladunk a kezdeti q;, i € [O,A.. n—1]
orientaciékon, de az a;-ken nem
o Arra hasznaljuk, hogy jelezziik az érintéleges iranyitottsagokat
az eredeti orientacioknal

 log(@; '@i-1) + log(6; "@i11)

a4;=b; = g exp 2

@ A §;-t, a;-t és bi-t a kvaterniok gdmbi interpolacidjara
hasznaljuk sima kdbds spline hasznalataval a kdvetkezs
egyenlet szerint

squad(§;,§;y1,4,,8;41,t) =
slerp(slerp(ﬁ,-, Git1, t),slerp(é,-, iy, t), 2t(1 — t))
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Kvaternidk

Egy vektor forgatasa egy masikba

o Egy s iranyvektort egy t iranyvektorba forgatunk

e Normalizaljuk s-t és t-t

o Kiszamitjuk az u egység forgatasi tengelyt
o u= (s xt)/||s x t|| egyenldség alapjan

o Legyen e = a -t = cos(2¢) és ||s x t|| = sin(2¢)
@ ahol 2¢ az s és t kdzotti szog

o q = (usin¢,cos )
o Az adott forgatast hajtja végre s-bdl t-be

4 (:iin“;fb(s X t), cos qb) -t egyszer(isitve
. 1 2(1+e)
= vy w = — S X t s T A~
4= (av: quw) < o e)( ) 5 )

o A numerikus instabilitast elkeriilhetjiik
e Nullaval valé osztas
o Ellentétes irany t és's
o Barmely s-re meréleges forgatasi tengely hasznalhaté t
forgatasara
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Kvaternidk

Egy vektor forgatasa egy masikba

@ s-bél r-be valé forgatasmatrix abrazolasa

e+ hvf hvivy — vz hvgv, + v,
hvivy + v, e+ hv}% hvy v, — vy

= O O O

R(s.t) = hviv, — vy, hvyv, + v, e+ hvz2
0 0 0
v=sXt,

e =cos(2¢) =s-t,
~l—cos2¢p 1-e 1
©sin?(2¢) vev o l+e

79/84



Vertex keveredés

e Egy digitalis karakter
animalasakor az alkarjat és
felkarjat mozgatjuk

@ Merevtest-transzformacié

o Nem hasonlit a két rész
kapcsol6dasa a kdnyokre

@ Csontokat definialnak

o BGr vesz koriil és a bér a Merevtest-transzformacié
csontok mozgasanak
megfelelen valtozik

o Az al- és a felkart elkulontlve
animaljuk Hjat
i S

Csontok

(2/3,173)
o A két rész kapcsolédasanal

egy rugalmas bérrel
kapcsoljuk Gssze a részeket

(13,2/3)

Vertex keveredés
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Vertex keveredés

@ A rugalmas rész egy vertex halmazat a felkar
@ A masik vertex halmazt az alkar matrixszal transzformaljuk

o Azok a haromszogek, amelyek vertexeit kiillonbézé matrixokkal
transzformaltuk, a transzformacié kovetkeztében megnyalnak
illetve 6sszemennek
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Vertex keveredés

o Megengedhetjiik egy egyszerii vertex esetén

o Tobb kiilonb6z6 matrixszal transzformaljuk

o Az eredményeket sulyozzuk és keverjiik

o u(t) = X775 wiBi()M; 'p,

ahol Z;’:_Ol wi=1 w; >0

p az eredeti vertex

u(t) transzformalt vertex

M; matrix az inicialis koordinatarendszerbdl a vilag
koordinata-rendszerbe transzformal

Bi(t) az i-ik csont vilag transzformacigja

o w; az i-ik csont silya a p vertex esetén
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Vertex keveredés

@ Az M; matrix inverze modelltérbél a csont sajat terébe
transzformal

e A B;(t) csont aktualis transzformacidjaval vissza a
modelltérbe transzformal
o A gyakorlatban a B;(t) és az M; ! matrixokat &sszefiizziik

e Mindegyik csont és az animacié mindegyik képkockaja esetén
o Az eredménymatrixot hasznaljuk a vertex transzformacié
végrehajtasara
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Osszefoglalas

Mirél volt sz6?

@ Transzformaciés csévezeték

@ Specialis transzformaciok
e Euler transzformacio
o Paraméterek kinyerése az Euler transzformaciobdl
o Matrix felbontas
o Forgatas tetsz6leges tengely mentén

o Kvaterniok

@ Vertex keveredés
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