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Bevezetés

” 2

Kezdjiik egy egyszeriien tind kérdéssel, mit jelent a kovetkezd kifejezés:
42

A kérdés persze nem pontos, talan inkabb az lenne a jobban idevagé valtozat, hogy milyen (programo-
z4si nyelvekbdl jol ismert) tipust a kifejezés. Az esetek tobbségében a vélasz: ’egész szdm’. Lehet
azonban raciondlis szdm, valés szam, egy egész szdm modulo m (ahol m>42), stb.

Miért fontos ezt lerogziteniink? Egy halmaz elemein végzett miivelet fiigghet attdl, hogy mi az alap-
halmaz. Példdul 42/13 nem definiélt az egészek halmazan, viszont igen a valés szdmokon. Valamint
szamit a szamitdégépes reprezentacio is:

* a diszkrét halmazokat éltaldban teljes pontossdggal tudjuk dbrdzolni,
* mig a folytonosakat csak kozelit6leg vagy implicit médon (szimbolikusan).

A hagyomanyos numerikus kurzussal ellentétben, ahol lebeg6pontos szdmokkal végeztiink kozelitd
szamitasokat, itt leginkabb kifejezésekre, algebrai objektumokon végrehajtott eljarasokra koncentralunk.

Tipikus algebrai szamitasok Bar a jegyzet az itt folsorolt témakorok csak egy részét fedi le, a kovet-
kezOk tartoznak ide: tetszdleges pontossdgu aritmetika, nincs kerekités, szimbolumokkal és viltozékkal
vegyesen szamolunk, (matematikai értelemben vett) fiiggvényekkel szamolunk, kifejezések atalakitisa
(lehetdleg automatikusan), és szimbolikus miveletvégzés.

Matematikai objektumok abrazolasa
A kovetkezd szinteket kiillonboztetjiik meg:

1. szint: az objektumok szintje, ahol ha matematikai értelemben azonosak a kifejezések, akkor nincs
megkiilonboztetés
* 2+ 2¢&s a3 3 — 5ugyanaz az objektum (szdmokon)

o (z+1)%(z — 1) és 2> + 22 — x — 1 ugyanaz (polinomokon)

2. szint: forma szintje, ahol eltér6 dbrdzoldst megkiilonboztetjitk

7 2z

3. szint: adatstruktira szintje, ahol pedig a memdria-tarolasban eltérd abrazoldsokat tekintjiik kiilon-
bozbknek

o példaul az 23 + 22 — & — 1 polinom esetén ez torténhet az egyiitthaték tombjével, vagy
lancolt listajaval



Alapmiiveletek végrehajtasa

Az aritmetikai algoritmusok implementaciéja és végrehajtdsa alapvetSen két, egymdstol kiilonbozé kon-
textusban torténhet: numerikusan vagy szimbolikusan. Az aldbbi tdbldzat néhany érdekes aspektust
mutat arra vonatkozdan, hogy ez a két megvaldsitas valéban kiillonbozik egymadstdl:

numerikusan szimbolikusan
koltség olcsd, éltaldban pontatlan driga, mindig pontos
véalasz gyakran ad is valamilyen vdlaszt gyakran nem ad valaszt
zérusok a zérusok nem speciélisak a zérusok gyakran egyszer(sitenek
z€rus detektilds elég pici a szdm? a kifejezés ekvivalens a 0-val?

Szamitasi tarrobbanas

Az algebrai algoritmusokndl fontos a tarigény vizsgélata is. Szdmitdsi tarrobbands expression swell
Ennek illusztracidjaként szamitsuk ki egy 9 dimenzidés Hankel matrix sajatértékeit.

H;;=H; 1,11

(a numerikus kurzuson megismert Hilbert matrix ennek egy specidlis esete)
A matrix 9 dimenzidban gy néz ki:

-1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1

A karakterisztikus polinomja, amelynek gyokei a matrix sajatértékei:
A X8 — 40AT — 2400 4 24005 + 1440%,
ami 4tirhat6 szorzat alakban:
MO 6) (A — 523 — 10A% 4 36X + 24)
ami alapjan megéllapithatjuk, hogy a 0 négyszeres gyoke, —6 egyszeres gyoke, valamint van még egy

negyedfoki tag, ami tovdbbi 4 sajtértéket eredményez. A negyedfoki polinomok gyokeit meg tudjuk
hatdrozni, hiszen van rd megoldéképlet. Az egyik gyok a négy koziil:



2/3 3
8 (3142 + 18i\/8()71) +155 /3142 + 18iV8071 — + 1856

5/4 +1/12V3 -
3142 4 188071

SR pm— 2/3
3 8 (3142+IS ivV8071 ) 31424181 8()7 + 1856 3 31 42418 1V8071 ) +155 3142418
—()(1()\/—\/ 3142 4+ 181 8()(1 — 930 —\/ 3142 + 1814 8()7

\/31 12418 iV/8071 \/%ll2+181\/8()71

/3 /
il 424181 8()71) +155 3142418 iv/807141856
\/ 3142 + 18 i/8071

{/51424—18 V8071

ahol bosszanté médon még a legjobb igyekezetiink ellenére sem tudjuk igy megjeleniteni a képletet,
hogy az teljes egészében latszédjon. Nyilvanvaléan ha numerikus megoldast keresiink, akkor nincs
ilyen probléma.

Heurisztikak, valdsziniiségi modszerek

A jegyzetben tobb olyan algoritmust is bemutatunk majd, amelyek valdszin(iségi alapon adnak vélaszt.
Ennek motivicidja a szokdsos, a tarigényt és a futdsi id6t szeretnénk csokkenteni. Az ilyen tipusu
eljarasokat alapvetden két csoportba osztjuk:

1. Monte Carlo médszerek:
* arossz vélasz pozitiv valészinliségii
2. Las Vegas médszerek:

* soha nincs rossz vilasz, de lehet, hogy nempolinomidlis ideig fut



1. fejezet

Aritmetika

1.1. Adatabrazolas

Egész szamok Az egy gépi sz6ban dbrazolhaté szamokat egyszeres pontossagu egészeknek nevezziik.
Ezek helyiértékes dbrazolasa:

k—1
n=>» dB BecZB>1dcl
=0

alakd, amelyet praktikusan igy taroljuk: [dod; ...di—1]. Ez a tdrolas torténhet példdul lancolt listdban
vagy csak siman egy tombben.

Az egész szamok mdsik lehetséges dbrdzoldsa a moduldris dbrdzolds, ahol egyszeres pontossagu,
paronként relativ primek moduldris képeként ugyancsak lancolt listdban vagy tombben tarolunk. Err6l
részletesebben a 2. fejezetben lesz sz6.

Az adatstruktira megvélasztdsa befolyasolja az aritmetikai algoritmusok sebességét:

* az Osszeadds, kivonds és szorzds gyorsan megy a moduldris aritmetikdban — ahogyan ezt majd
latni fogjuk a 3. fejezetben;

* az oszthatésagi kérdések azonban a helyiértékes dbrazolas esetén végezhetbek el hatékonyabban.

Racionalis szamok A racionalis szamokat egész szamok parjainak tekintjitk: szamldlo és nevezo for-
mdban tdroljuk. Célszerl a legnagyobb kozds osztéval (a legnagyobb kozos osztérdl a fejezet végén

” 2

lesz sz6) egyszer(sitett dbrazoldst valasztani. A szam elGjele a szamlal6 elGjele.

Polinomok A fentiek alapjan itt els6sorban raciondlis egyiitthatés polinomokrél van sz, amelyek
azonban lehetnek tobbvéltozdsak is. Kétféle dbrdzolds hasznélatos:

» faktorizalt abrazolas, pl (22 + 1)(y — 1)

* vagy kiterjesztett dbrazolds, pl z%y — z? +y — 1

1.2. Aritmetikai algoritmusok

Ebben a szakaszban az aritmetikai miiveletek algoritmikus végrehajtasat targyaljuk. Részletesen csak az
egész szdmokra vonatkoz6 miveleteket nézziik meg, majd réviden kitériink a polinomokra vonatkozé
algoritmusokra is.



Egész szamokra Lényegében mintha kézzel szdmolnank, csak a szimrendszer alapja lehet mas.

* Az §sszeadds miveletigénye O(n).

* A szorzds O(nm) miiveletigényl. A 3. fejezetben latjuk majd, ezt be lehet gyorsitani. Megje-
gyezziik tovabb4, hogy specidlis esetekre is 1éteznek megolddsok, mint péld4ul

— akét szam koziil az egyik sokkal kisebb, mint a mdsik

— négyzetre emelés

s 2

— konstanssal torténd szorzas (amikor ugyanazzal a konstans taggal tobb alkalommal is szor-
zunk)

* Az osztas pedig O(n(m + 1)) miveletigényd. Megjegyezziik, hogy az eredmény a két egész
hényadosa és a maradék egyiitt. Erdekes médon sok programozasi nyelvben ez a két miivelet két
kiilon utasités.

Erdemes még megjegyezni, hogy egy N egész szdmra a gyokvondst az L\/N | alakban értelmezziik,
tehdt az a legnagyobb olyan egész szdm, amely kisebb vagy egyenld, mint N négyzetgyoke.
Tovabba fontos miivelet még a szdmrendszer atvaltd (példaul tizesbdl kettesbe).

Polinomokra Polinomok esetében az 0sszeadas és szorzds lényegében ugyanigy megy, mint egész
szamok esetén, csak a helyiértékek szerepét itt a hatvanytagok veszik 4t, rdaddsul az atvitelre nem kell
tigyelni.

Egy p(z) polinom fokszdmadt a deg(p) jeloli. Két (raciondlis egyiitthatés) p(x) és g(x) polinomra,
ahol deg(p) geq deg(q) definidljuk a quot(p, ¢) hanyadost és rem(a, b) maradékot tgy, hogy

p(x) = quot(p, q) - ¢ + rem(p, q),
ahol 0 < deg(rem(p, q)) < deg(q).

Kapcsolat a polinomok és az egész szamok szorzasa kozott Tegyiik fel, hogy 6ssze akarunk szo-
rozni a p(z) és ¢(x) nem-negativ egyiitthatos polinomokat, amelyek n-nél kisebb fokszamuak, és az
egyiitthatéik felss korlatja K. Vegyiik most X = 8% > nK? a (3 alapra és szorozzuk dssze a a = p(X)
és b = q(X) egészeket, amelyeket a p és r polinomok x = X helyén vett kiértékeléssel kapunk. Ha
most 7(z) = p(x)q(x) = 3. c;zt, akkor vildgos, hogy 7(X) = 3" ¢; X*. Mivel ¢; < nK? < X, ezért a
¢; egyiitthatok leolvashatdak az r(X)-bél. Példaként tekintsiik a

(62° + 62 + 423 + 9% + 2 + 3)(Ta* + 23 + 222 + 2+ 7)
szorzést, ahol tehét a fokszdm n = 6-ndl kisebb és az egyiitthatok fels6 korlatja K = 9. Vehetjiik most
X =10% > nK?, és végrehajtjuk az egész szorzdst
6 006 004 009 001 003 x 7 001 002 001 007 = 42 048 046 085 072 086 042 070 010 021,
ahonnan leolvashatjuk, hogy
4237 + 482® + 4627 + 852° + 722° 4 862" + 422° + T02* + 102 + 21

a végeredmény. Megforditva, tegyiik fel, hogy 0ssze akarunk szorozni két egészet a = Zogi <n @if3i €s
b =) 0<j<nbjBj. Végezzik el a polinom szorzdst a p(x) = > ;. a:i%i €s q(x) = 20§j<n bjx;
hogy megkapjuk ab értékét. Megjegyezziik, hogy az r(z) egyiitthatéi nagyobbak is lehetnek, mint
B3, s6t akar nB3? értékig is mehet. Példdul a = 123,b = 456, és 3 = 10, kapjuk, hogy p(z) =
2242243, q(x) = 42°+52+6, és aszorzatuk r(z) = 4ot +13234+2822+272+18, és r(10) = 56088.
Ezek a példak tehit jol ravildgitanak a polinomokkal és az egészekkel végzett miiveletek anal6gidjéra,
valamint mutatjak annak korlatait is.

10



1.3. Néhany érdekes megvalositas

Ebben a szakaszban bemutatunk néhany, az alapmiveletekre vonatkozé érdekes implementéacidt. A
példak tekinthet6k programozasi gyakorlatnak is, nagyon tanulsdgosak.

Két elgjel nélkiili egész szam szorzasa. A feladat természetesen gy érdekes, hogy nincs megen-
gedve az Osszeadds haszndlata. Ahelyett: bitmiiveletek a megengedettek, és természetesen lehet ciklus
utasitdsokat haszndlni.

multiply_no_operator (x, y){
sum = 0;
while (x) {
if (x & 1) sum = add_no_operator (sum, Vy);
x >>=1; y <<= 1;
}

return sum;

add_no_operator (a, b) {

sum = 0;

carryin = 0;

k =1;

temp_a = a; temp_b = b;
while (temp_a || temp_b) {

ak = a & k;
bk = b & k;

carryout = (ak & bk) | (ak & carryin) | (bk & carryin);
sum |= (ak ~ bk » carryin);

carryin = carryout << 1;

k <<= 1;

temp_a >>= 1;
temp_b >>=1;
}

return sum | carryin;

Két egész szam osztasa. Szamitsuk ki az z/y értékét tgy, hogy csak Osszeadds, kivonds és eltolds
miiveleteket hasznalhatunk.
Az otlet, hogy hasznaljuk az alabbi rekurziét:

r )0, ha x <y,
1+ ﬂ”y;y kiilonben.

Y
Ez nagyon hasznos képlet, viszont rekurziv hivdsként implementdlva, amennyiben a két szdm kiilonb-
sége nagyon nagy, akkor til sok 1épést végez az algoritmus, és konnyen betelhet a verem. Ezért érde-
mesebb a

T 0, haz <y,
Yy

- 2k+x_T2ky kiilonben

képletet hasznélni, ahol k az a legnagyobb érték, amelyre 25y < z. Ilyenkor a 2¥y értéke szamolhat6 y
szam k darab balra léptetésével.

11



Szorzas és kivonas csak osszeadassal. A feladatunk, hogy irjunk eljarast a szorzds és a kivonds m-
veletekre ugy, hogy csak az 6sszeadds operdtort hasznalhatjuk.

A kivonds viszonylag egyszerd, ha kihasznéljuk, hogy a —b = a+(—1)b, és alkalmazzuk a kovetkez
eljarast, amely egy a szdmot negal:

neg = 0
d=a<0?2?1:-1
while (a !'= 0) {
neg += d
a += d

}

return neg

Vegyiik észre, hogy itt arrdl van szd, hogy kihasznéljuk a tdlcsorduldst, amikor egy pozitiv szdmbol
negativ lesz.
A szorzashoz pedig ismételt 6sszeaddst haszndlhatunk, amely persze lassu, de miikodik.

1.4. Legnagyobb kozos 0szto

A négy alapmiivelet mellett taldn az egyik legfontosabb mivelet a legnagyobb kz0s osztd. A jegyzetben
elsésorban egész szamokra hasznéljuk majd, de a fogalom természetesen értelmezhetd (egyvaltozos)
polinomokra is: ebben az esetben a legmagasabb fokszamu kozos 0sztét keressiik.

Jelolése: d = (a,b), vagy d = Inko(a,b), valamint haszndlatos még a d = gcd(a, b) jelolés is
(greatest common divisior).

Ha d = 1, akkor azt mondjuk, hogy a és b relativ primek.

Kapcsol6do fogalom: legkisebb kozos tobbszords. Ennek jelolése és kiszamitdsa: [a, b] = ab/(a,b).

1.4.1. Algoritmus egész szamokra

Lassuk a tobb, mint 2000 éves algoritmust. Legyen az input két egész szdm: ag > a;. Szamitsuk ki a
kovetkez6 maradékos osztds sorozatot:

ap = qa;+az (az <ap)
a; = (@oa2 + as (a3 < CLQ)
ap—1 = qrag+apr1 (apr1 < ag).

Amennyiben a1 = 0 teljesiil, akkor alljunk meg.
Fontos megjegyzés, hogy a (q1, . . ., qx, aj) sorozatot az ag, a1 hdnyadosvektordnak nevezzik.

Tomorebb pszeudokdd véltozat (itt is foltessziik, hogy a > b):

while (b !'= 0) {
r = rem(a, b)
a=>
b =r

}

return a

A fenti kédban haszndlt rem (a, b) eljards az a-nak a b-vel vett osztdsdnak maradékat adja vissza.
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1.4.2. Algoritmus polinomokra

Az euklideszi algoritmus természetesen miikddik polinomok esetében is. Ugyanigy, mint az egész
szamokra, itt is teljesiil, hogy
Inko(p, ¢) = Inko(g, rem(p, ¢))

A pszeudokdd egyébként pontosan megegyezik az egész szamokra megadott koddal azzal a kiegészités-
sel, hogy a feltétel ebben az esetben a fokszamra vonatkozik: deg(a) >deg(b).
Példa. Hatdrozzuk meg a

px) =2 +2° - 32" — 3% 4822 + 20+ 5

q(z) = 325 + 52 — 42? — 9z + 21

polinomok legnagyobb kozos osztéjat. A kovetkezékben csak az r maradékpolinomokat adjuk meg,
amelyek tehat

1 1
rn = 7§$4+§$2*§
17 441
2= Ty Tt e
. _ 233150 102500
57 76501 2197
. 1288744821
1T 543589225

A két megadott polinom tehat relativ prim.

1.4.3. Kiterjesztett euklideszi algoritmus

A fentiekben bevezetett hanyadosvektor felhasznalhat6 arra, hogy a kiterjesztett euklideszi algoritmust
definidljuk, amelynek végrehajtasaval az

Inko(agp,a1) = vg - ap + v1 - a1

alakot tudjuk el6allitani. Vegyiik észre, hogy itt a legnagyobb kozos osztot, mint a két szdm linedris
kombindcidjat {rjuk fel. Megjegyezziik tovdbbd, hogy a vy és vy értékeket a moduldris algoritmusokndl
(a 2. fejezetben) majd még felhasznéljuk. Az algoritmus megaddsdhoz definidljuk a kvetkez6 matrixot:

0 1
w0 1),

Ekkor felirhatjuk a kdvetkezd 0sszefiiggést:

()= 2)

i1 a;

< i ) = M; My -...- M <“0>.
i1 a1

Innen kapjuk, hogy

Az M;-M;_1-...- M métrix szorzata qy, . . . , g; sorozat meghatdrozdsival egyiitt szdmolhatd. Legyen
most (0 0
7 K3
U U
Mi-Mi_l-...~M1:<%i1) %5)
Ugp Uy
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Ekkor i i
ap = ugl)ao + u§2)a1,

27z

tehat 1ényegében a vg és vy értékek egyfajta melléktermékek, amelyekbdl tehat eldéll az
Inko(ag,a1) = v - ap + v1 - a1

alak, amit kerestiink.

1.4.4. Euklideszi algoritmus koltsége

A futési id6 elemzéséhez haszndljuk fel Lamé tételét 1845-bSl. Ehhez elevenitsiik fel a Fibonacci sza-
mok rekurziv definiciéjat:

Fo=0, Fi=1 é F,=F, 1+ F, .

1.4.1. Tétel. Legyenek n > 1, és u > v > 0 olyan pozitiv egészek, hogy az u-ra és v-re elvégzett
Euklidészi algoritmus pontosan n osztdsi lépést tartalmaz, tovdbbd u ezen beliil a lehetd legkisebb.
Ekkor uw = Fy2,v = F, 41, amely tehdt nem mds, mint két egymdst kovetd Fibonacci szdm.

Ismeretes, hogy az F}, Fibonacci szam szamjegyeinek szama éppen n -log(¢p) —log(5) /2 + 1 egészré-
sze,han > 1és ¢ = 1,618... az aranymetszés értéke. Tekinthetjiik tehat dgy, hogy F;, szdmjegyeinek
szdma O(n). Hagyomanyosan egy osztds O(n?)-be keriil. Ezért a teljes koltség O(n?) lesz. Ugyanak-
kor lehet gyorsabban is osztani (ahogy azt tanuljuk is majd késébb), akkor O(n? logn) a koltség.

Végezetill megjegyezziik, hogy amennyiben ismerjiik a primfelbontdsokat, akkor konny( a legna-

gyobb kozds osztd kiszdmitdsa.

1.5. Tovabbi megjegyzések

Tobb szam legnagyobb kozos osztéja. Haaz ug, ..., u, egész szamokra akarjuk a legnagyobb k6z0s
osztot kiszdmitani, akkor a kovetkezd rekurziét kell alkalmaznunk:

Inko(uyq, . .., u,) = Inko(u1, Inko(us, . . ., uy,))

Relativ primek gyakorisaga. Dirichlet tétele ad egy benyomast a relativ primek el6forduldsanak gya-
korisdgardl. Ha u és v véletlen egészek, akkor annak a valdszintisége, hogy Inko(u,v) = 1 az

6
— ~ 0.60793.
™

Ez az eredmény azért relevans, mert amikor tobb szam legnagyobb kozos osztéjat szamitjuk, akkor ezen
eredmény szerint gyakran gyorsan végezhetiink (azzal az eredménnyel, hogy 1 a keresett érték).

Binaris Inko. Az algoritmusnak 1étezik egy valtozata, amelyben nincs sziikség osztds miiveletre, ha-
nem csak kivondsra, paros/paratlan ellendrzésre, és shift (paros szam bindris eldallitdsanak jobbra toldsa,
azaz felezése) miveletre.

Az algoritmus pszeudokddja az aldbbi.

Bemenet: a, b pozitiv egészek

Kimenet: g és d egészek ugy, hogy g paratlan és 1lnko(a, b) = g * 2d
d=20

while (a és b egyarant péaros) {
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a = a/2
b =Db/2
d++

}

while (a <> b) {
if (a paros) a = a/2
else 1f (b paros) = b/2
else if (a > b) a = (a - b)/2
else b = (b - a)/2

}

g = a

return g, d

Lanctortek. Az euklideszi algoritmus kapcsolatban van a lanctortekkel is. Ez val6jaban az algoritmus
kiterjesztése valGs szamokra. Tekintsiik az Inko(a, b) meghatdrozasakor kapott egyiitthatokat. Meglepd
modon az aldbbi Osszefiiggést kapjuk:

a n 1 [ ]
7 =4 = 190,41, ---,9n-1
b q + P 1 T

R

Vegyiik példaként az kovetkezbt:

180

— =11,4,3,2,2|.

146 [ g Ty g Ly ]

Ha most kitoroljiik az utolsé elemet, akkor kapjuk:
37
[1,4,3,2] = 30 = —30- 180+ 37 - 146 = 2 = Inko(180, 146).

Tudjuk, hogy minden valds szdmnak egyértelmd lanctort felirdsa van. A lanctort alakot el6allité algorit-
mus akkor és csak akkor all meg véges 1épésben, ha az inputja egy raciondlis szdm.

1.6. Feladatok

1. Irjunk egy eljarast, amely O(n) miivelettel kiszdmolja az ¥ értékét, ahol y egy dupla pontossagi
lebegd szadm, x pedig egész.

2. Teszteljiik le, hogy egy adott programozasi nyelven (kornyezetben) az a? (négyzetre emelés) vagy
pedig az a - a (6nmagéval torténd szorzas) a gyorsabban elvégzett miivelet. Terjessziik ki vizsga-
latainkat magasabb hatvanyozdsra is.

3. Irjunk osztds eljarast, amely csak osszeadds miiveletet hasznal.

4. Mutassuk meg, hogy Inko(z, y, z) az a legkisebb egész, amely kifejezhets ax + by + cz alakban,
ahol a,b,c € Z.

5. Implementdljuk a bindris legnagyobb kdzos osztd eljaras, és végezziink részletes tesztelést a futdsi
idejére, Osszevetve a hagyomdanyos vdltozattal.

6. Vajon lehetséges barhogyan is letesztelni programozdssal azt, hogy egy adott szdmitégépen az
Osszeadds mivelet ugyanannyi ideig tart, mint a szorzas?

15



1.7. Kapcsolodo gyakorlat

Ezen a gyakorlaton a MATLAB Symbolic Toolbox csomagjat hasznéljuk.

Az elsd feladat, hogy implementéljuk az Euklidészi algoritmust. Természetesen a kihivds ebben
az, hogy altaldnosan miikodjon, tehat nem csak egész szamokra, hanem akar polinomokra is.

A MATLAB beépitett eljarasa erre: [g, c,d] = gcd, amely igy ebben a formaban a kiterjesz-
tett Buklidészi algoritmust valdsitja meg, amelynek hasznossdgat a késébbiekben latjuk majd.

Raétérve a Symbolic Toolbox-ra: a syms x utasitdssal tudjuk a MATLAB-bal k6z61ni, hogy az x
egy szimbolum.

A [g,r] = quorem(a,b) utasitdisaza = gb + r miveletet végzi el.

Végsd soron azzal is foglalkozunk, hogy vajon mi a kiilonbség a rem és a mod utasitdsok kozott?
Erre valaszt a rovid dokumentécidjuk ad.
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2. fejezet

Nagypontossagu aritmetika

Nagyméretli vagy nagypontossdgi szdmolasndl a hagyomdnyos (egyszeres pontossagu) aritmetika nem
hasznalhat6. Itt els6sorban a szamoldsok kozbeni részeredmények pontossdga a kritikus fontossagu.
Ebben a fejezetben targyalt moduldris aritmetika egy lehetséges megoldast ad erre a feladatra.

Az aldbbiakban foltessziik, hogy a, b, m egész szamok bdr a targyalt fogalmak és algoritmusok (raci-
ondlis egyiitthatds) polinomok esetén is miikddnek.

2.1. Kongruenciak

Diszkrét matematika tantargybdl mér tanultuk, itt most csak gyorsan dtvessziik a legfontosabb fogalma-
kat. A
b=c (modm)

jelentése!: a b és c szamok m-mel osztva ugyanazt a maradékot adjik. Masképpen is fogalmazhatunk:
* a kiilonbségiik oszthaté m-mel,
* van olyan k egész szam, hogy b — ¢ = km.

Az egymdssal kongruens szdmok m darab osztdlyba: az m szerinti maradékosztilyokba sorolhatdk.

Aritmetikai miiveletek kongruenciakkal. TetszGleges m-re, ha
a=b (modm) és c=d (modm)
akkor
a+c=b+d (modm) és ac=bd (mod m).

Lathatjuk tehat, hogy az 0sszeadds (a kivonds) és a szorzds miveletek konnyen elvégezhet6k modulo
m.
Az el6zbek alapjan nézziik most, hogyan boldogulunk az egyenletekkel. Péld4ul:

5t 4+3=6x—8 (mod 11
Sr—6r=-3-8 (

(6—-5)r=3+4+8 (mod 11
x=11=0 (

Ez a specidlis feladat konnyen megoldhaté volt, de ebbdl mar sejtjiik, hogy mi hidnyzik: vajon hogyan
tudunk osztani modulo m? Ebben segit a kovetkez6 tétel.

'az egyenlGséget tigy olvassuk, hogy b kongruens c-vel modulo m
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2.1.1. Tétel. Ha b és m relativ primek, akkor a 0,1, ..., m — 1 maradékok kizott van pontosan egy
olyan c, amelyre
bc=1 (mod m).

Ezt ¢ szamot a b reciprokdnak tekintjilk modulo m.
A tétel ugyan definidlja a reciprokot — de vajon hogyan tudjuk meghatdrozni? Erre alkalmas az
1.4.3. szakaszban targyalt kiterjesztett euklideszi algoritmus, amelynek eredménye:

Inko(b, m) = ub + vm.
Amennyiben b és m relativ primek, tehdt Inko(b, m) = ub + vm = 1, akkor innen
1=ub (mod m)

adaédik, tehét az u szdm lesz b reciproka modulo m.
Lassuk most, hogyan tudjuk ezt alkalmazni az aldbbi példara:

3z =5 (mod 11)
A kiterjesztett Euklidészi algoritmust elvégezve kapjuk, hogy
Inko(3,11) =4-3+ (—1)-11 =1,
tehdt a 4 lesz a 3 inverze modulo 11, ezért beszorozhatunk 4-gyel és kapjuk:

r=4-3x=4-5

9 (mod 11)

tehdt a megoldas 9 (ami az 5/3 megfelel§je modulo 11).

Alkalmazas: nagy szamok modularis szorzasa. Ha m primszam, akkor minden b szdmhoz relativ
prim, amely nem oszthaté m-mel. Tehat minden olyan b szdmnak, amely nem kongruens 0-val mod m
van reciproka mod m. Alkalmazzuk ezt a megfigyelést! Ha példdul az a feladtunk, hogy szdmitsuk ki a

88-76 —65-92 (mod 3)
értékét, akkor ehhez eldszor szamitsuk ki:
8 =1, 76=1, 65=2, 92=2 (mod 3),

majd pedig innen:
88-76—-65-92=1-1-2-2=-3=0 (mod 3).

Megjegyezziik, hogy esetleg hasznos lehet tobb modulusra is elére kiszdmolni a fentieket, igy adott
esetben rendkiviil gyorsan elvégezhetjiik a moduldris szorzast.

2.2. Kinai maradéktétel

A fentiekben targyaltak egyik legfontosabb hasznositasat a kovetkez6 hires tétel adja meg.

2.2.1. Tétel (Kinai maradéktétel). Tegyiik fel, hogy mi, ..., my pdronként relativ primek. Ekkor
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A) azmy, ..., my szerinti maradékok meghatdrozzdk az M = my - ... - my, szerinti maradékokat is,
azaz ha

b=c (mod mq)

b=c (mod my)

b=c (mod my)
teljesiilnek, akkor b = ¢ (mod M); valamint
B) minden by, . .., by szdmsorozathoz van pontosan egy olyan M -nél kisebb szdm, amelyre

b=by (mod my)
b=by (mod my)

b=b; (mod my)
és ezt a b szdmot ki is lehet szdmitani.

7z

A tétel lehet6vé teszi, hogy M-nél kisebb szamokat az m, . . ., my, szerinti maradékaikkal egyértel-
mien reprezentdljuk.

Az abrazolasnak van egy rendkiviili el6nye, ugyanis a maradékokon végezhetiink egyszerti (tehat
egyszeres pontossdgu, és emiatt hardver szinten tdmogatott sebességii) miiveleteket.
Példa. Legyen m = 3 ésn = 5. Ekkor M = 3 - 5 = 15. A kapott hozzdrendelések:

0 — [0,0]

14 — [2,4],
azaza0,1,... M — 1 szdmokat reprezentaljuk egy szampdrral:
z — [z mod m,z mod nl.

Természetesen ez nem csak két értékkel érvényes. Ha példaul a b szdmot a by, ..., bigp sorozat, a ¢
szamot pedig a cy, . . ., c19p sorozat reprezental, akkor

e ab+cszamotaby +cq,...,bi1go + c100 Sorozat,
* abcszamot a bicy, . .., biggciop sorozat reprezentdlja.

Ilyenkor egyébként a b;c; szamot el lehet osztani maradékosan m;-vel és a maradékot irni a helyére.
Legyiink azonban 6vatosak: a bc szorzatot csak addig hatirozzak meg my, . . ., my szerinti maradékai,
amig maga is kisebb, mint M.
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Gyakorlati megvalositas. Legyenek tehat mq,mo, ..., my paronként relativ prim pozitiv egészek.
Legyen tovdbbd M = m; - ... - my ezek szorzata, valamint by, . . . , by tetszéleges egészek.

» Legyen M; = M/mj,ahol j =1,...k.
* Tudjuk, hogy Inko(m;, M;) = 1, hiszen m, mo, . .., my, paronként relativ primek.

« Igy érvényes a 2.1.1. Tétel: tudjuk, hogy van olyan y; egész, amely az M inverze modulo m;.
Misképpen:
Mj-y;=1 (modmj) j=1,...,k. 2.1)

* Legyen most
x=b1Miy; + boMoys + ... + b Myyy.

Mivel (2.1) teljesiil minden j-re, ezért
r=bjMjy; =a; (modm;) j=1,...,k. (2.2)

Igy tehdt = ennek a k darabos kongruencia-rendszernek a megoldasa.

Példa. Legyen ismét m = 3 és n = 5. Tudjuk, hogy Inko(3,5) =1 =2-34 (—1) - 5. Hamost a [2, 3]
pér eredeti szdmét akarjuk visszakapni, akkor

= 2-(-1)-5+3-2-3 mod 15
—10+ 18 mod 15
= 8 mod 15

vagyis a keresett szdm az x = 8.

Példa. Legyen most m; = 3,mg = 5,mg = 7. Keressiik a [2, 3, 2] hdrmas eredeti szdmat. Ez azt
jelenti, hogy keressiik a

x=2 (mod 3)
x=3 (mod5)
x=2 (mod7)

rendszer megoldasat. Itt tehdt by = 2, by = 3,b3 = 2. A (2.2) alapjan tudjuk, hogy x-et milyen alakban
keressiik. Vildgos, hogy M = 3-5-7 = 105, tovabbd My = M/my = 35, My = M/mg = 21, M3 =
M/mg = 15. Ezért

35y1 =1 (mod 3)
2lys =1 (mod 5)
15y3 =1 (mod 7)

Ezen kongruencidk megolddsdhoz a modulo reciprokokat kell kiszdmitani a kiterjesztett Euklidészi al-
goritmus futtatdsaval:

Inko(35,3) =1=—1-35+12-3
Inko(21,5) =1=1-21+ (—4) -5
Inko(15,7) =1=1-15+ (-2) - 7
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A fenti eredményekben aldhuizdssal jeloltiik a keresett reciprok értékeket. Innen tehdt kapjuk, hogy
y1 = 2,42 = 1,y3 = 1. Osszesitve az eredményeinket:

x=2-35-(-1)+3-21-14+2-15-1=233=23 (mod 105).

A Kkeresett szam tehat a 23.

Példa. Legyen most m; = 95, my = 97, m3 = 98, my4 = 99, ezek paronként relativ primek. Végezziik
el az 123684 + 413456 Osszeaddst.

123684 reprezenticidja: (123684 mod 95,123684 mod 97,123684 mod 98,123684 mod 99) =
(89,9, 8,33).

413456 reprezentéciGja: (413456 mod 95,413456 mod 97,413456 mod 98,413456 mod 99) =
(16,42, 92, 32).

¢ Szamolhatunk akkor most modularis aritmetikaban az dsszeadassal:

123684 + 413456 = (89,9,8,33) + (16, 42,92, 32)
= (105 mod 95,51 mod 97,100 mod 98,65 mod 99)
= (10,51,2,65).

* Megoldandé tehdt a

=10 (mod 95)
=51 (mod 97)
x =2 (mod 98)
x =65 (mod 99)

kongruencia-rendszer a szokdsos mddon (reciprok kereséssel, stb). A megoldds: x = 537140.

* Megjegyezziik, hogy az 6sszeadds egyébként azért volt elvégezhets, mert mind a két szam, mind
pedig az dsszegiik kisebb, mint 95 - 97 - 98- = 89403930.

Osszefoglalva: ha egész szamokon kell 6sszeadést, kivondst és szorzast elvégezni, akkor megbecsiiljiik,
hogy mekkordra n6het az eredmény, majd valasztunk olyan my, . . ., m; szamokat, amelyek

* paronként relativ primek,
» szorzatuk M = my ... my legaldbb kétszer akkora, mint az eredmény nagységa,

* egyenként nem hosszabbak egy (gépi) szondl.

Minden b bemend adathoz kiszamoljuk a by, . . . , by szdmokat, amelyek rendre a b legkisebb maradékai
azma, . .., my maradékokra nézve. Ugyanazokat a miiveleteket, amelyeket az eredeti szdmolas kovetel,

most modulo m; hajtjuk végre. Teh4t minden miivelet végrehajtdsa utdn kiilon kiszdmitjuk az eredmény
legkisebb maradékat modulo m; és azzal szamolunk tovabb. Hasonl6képpen jarunk el a modulo mo, . . .,
modulo m; maradékokkal is.

Ismerjiik tehdt a b’ eredmény b, . .., bj maradékait. Kiszamoljuk a b’-hoz tartozé ¢}, . . ., ¢} szdmo-

7z

kat. Ha sziikséges, akkor el&dllitjuk a b’ szdmot.
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2.3. Nagyméretii linearis egyenletrendszerek pontos megoldasa

Tekintsiik az
Ax=Db

linearis egyenletrendszert, ahol A egy n X n-es matrix, a b pedig egy n-dimenzids vektor.

A kozelit6 (lebegbpontos szdmitdsokkal elvégzett) megolddst mar megtanultuk a Kozelitd és szimbo-
likus szamitasok kurzuson. Ott lattuk is, hogy amennyiben az A matrix rosszul kondicionalt, akkor a
kozelité megoldds reményteleniil rossz is lehet a kerekitési hibdk miatt. Bar dltaldban a bemend adatok
pontatlansdgdn mar nem tudunk valtoztatni, célunk most, hogy kerekitési hibak nélkiil szdmoljuk.

Ehhez tegyiik fel, hogy A és b egészeket tartalmaznak (ha racionalis szamokkal adott, akkor felszor-
zunk, ha pedig lebeg6pontos szamokkal, akkor azokat raciondlis szamoknak tekintjiik és felszorzunk).

Felhasznaljuk a j6l ismert Cramer-szabalyt, amihez definidljuk a kovetkez6 mennyiségeket:

b1 a2 ... Qip aill b1 ... Qln aip ... Ain-—1 bl

Uy =1... N Ug = |... 5 ey Up = ... y

b apa ... apn ani1 bn ... anpn pl ... Qpp—1 bp

tovdbbd legyen K az A matrix determindnsa: K = det(A ). Ekkor a Cramer szabaly:

Uj
X = ?7
amibdl az Ax = b atalakitasaval kapjuk, hogy
Au = Kb,

és ha K # 0, akkor a megoldas egyértelmd.
Most becsiilniink kell a K értékét, amihez felhasznaljuk a Hadamard tételét, amely szerint

det(A) = K < (a3, +...+a2)"? ... (d, +...+d2)"2

Ha példdul minden i, j-re a;; < M, akkor K < (\/nM)".
A tétel kdvetkezményeként kapjuk, hogy amennyiben a;; < M és b; < M, akkor

Mivel az Au = Kb egyenlet megoldasai az u; /K, ..., u,/K szamok, ezért ezeket a K, uq, ..., uy
szamokat kell meghataroznunk.
Ehhez hajtsuk végre a kovetkezd 1épéseket:

1. Sziikségiink van egy primszdm-tdblazatra, amely sok, M -nél kisebb, de ezen beliil minél nagyobb
primszamokat tartalmaz. Vdalasszuk ki ezek koziil p1-et. Szdmoljuk ki a K mod p; értékét. Ha
ez a szdm 0, akkor p; dgynevezett szerencsétlen prim, dobjuk el, és vdlasszunk helyette masikat,
és szamoljuk ki a maradékos osztast>. Legyen tehat

KO := K mod P1

(a maradékok koziil a legkisebb).

*Megjegyezziik, hogy annak a val6szintisége, hogy p; szerencsétlen meglehetSsen kicsi, ugyanis 1/p; a valészindsége,
hogy p1 a K osztdja és tudjuk, hogy p1 j6 nagy
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2. Most po, ..., ps-re ismételjiilk meg a fentieket. Ekkor kapjuk a K(l), K(2), .. ,K(S) nemzérus
sorozatot, valamint teljesiil, hogy pips ...ps > (v/nM)™.

Ha példdul n = 100, akkor M = 107, a primek kozel vannak M-hez, akkor s ~ 120.

3. Oldjuk meg az '
Ax=KYb (modp;) (i=1,...,s)

egyenletrendszereket. Minden ilyen rendszert igy oldunk meg, mint a hagyomdnyos linedris
egyenletrendszereket, csak minden 1épés utan érdemes redukdlni a legkisebb maradékra, valamint
az osztds helyett a modulo reciprokkal valé szorzds miveletét alkalmazzuk (amelynek értékét a
kiterjesztett euklidészi algoritmussal kapunk meg). Ezek eredménye:

= (a;gl), i)

4. Végiil hasznaljuk a kinai maradéktételt: szamitsuk ki azokat a legkisebb abszolut értékd K, uq, ..., u,
szdmokat, amelyekre

L=KW y = xgl),...,un =z (mod py)

Il

8
P
N

LEK(S),ulzmgs),...,un ») (mod pyg)
Bel4thatd, hogy pontosan a K, uq, ..., u, szdmok adjdk az eredeti rendszeriink megold4sat.

Vegylik észre, hogy a fenti mdodszer rendkiviil j6l parhuzamosithaté: a kongruencia-rendszereket pér-
huzamosan is megoldhatjuk, ha van erre alkalmas hardveriink.

2.4. Hatvanyozas: ismételt négyzetre emeléssel

Elészor tekintsiik azt az dltaldanos feladatot, hogy ki kell szdmolnunk az a™ hatvanyt, ahol a > 0 és
n > 0 egész szdmok.

* Nyilvdn a naiv eljards az a™ = a - a - ... - a alakot haszndlja, ami O(n) miveletigénydi.

* Vegyiik észre, hogy amennyiben feltessziik, hogy n paros, akkor az a” = a(™/?) . a("/2) azonos-
sdgot kihasznélva maris megsporolhatjuk a szorzdsok felét. Ezt a sémdt azonban rekurzivan is
haszndlhatjuk, kiegészitve azzal az esettel, amikor n pératlan:

1 han = 0,

n 1

a’=qa-a"” ha n pératlan,

a2 . q("/2) " han péros.

Ebbdl egy rekurziv eljardst irni barmelyik erre alkalmas programozasi nyelvben egyszer(i gyakorlat.

Mi a helyzet, ha a fenti 6tletet iterativan akarjuk megvaldsitani? Ehhez haszndljuk ki, hogy a hatvany
bindris szamrendszerbeli alakja

n=2F —|—nk,12k_1 4+ ...+ 112+ no,
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ahol n; € {0, 1}. Ekkor ugyanis

n 2k 2k—1

a =a° a1 co ™2

n
'(IO,

Erdekes médon két kiilonboz6 hatékonysagi algoritmust kapunk attél fiiggéen, hogy a hatvanyokon
jobbrdl balra vagy balrdl jobbra haladunk végig.

Balrdl jobbra eljéras:

1. Legyen B := a.
2. Minden i = k — 1,...0-ra hajtsuk végre a kovetkezd 1épéseket:
(a) B:=B-B //itt van tehat a négyzetre emelés

(b) han; =1,akkor B:= B -a

3. A végeredmény: B.

3

Az algoritmus példdul az a'3-on értékét az ((a? - a)?)? - a alakban szdmolja ki.

Szdmoljuk csak végig...

Hatvanyozas modularis aritmetikaban

A dolog szépsége, hogy az iménti, balrdl jobbra eljardst moduldris aritmetikdban is haszndlhatjuk. Ehhez
azt kell 14tni, hogy

a” mod m = (a"? modm)-(a™? modm) modm.

Legyen ¢ = a(™?) . Tudjuk, hogy ¢ = m - ¢ + r alaki (ahol » < m), igy ¢ mod m = r.

Tovabba (a2 mod m) - (a"/? mod m) mod m =r? mod m.

Ugyanakkor a” = ¢2,igy ¢ mod m = (m-q+7r)?> mod m = (m?-¢*> +2mgr+7r?) mod m =r
mod m.

2

A fenti, balrdl jobbra eljarason tehat csak egy picit kell igazitanunk: minden 1épésben mod m kell
szdmolnunk.

1. Legyen B := a.
2. Minden i = k — 1,...0-ra hajtsuk végre a kovetkezd 1épéseket:

(a) B:=B-B modm
(b) han; =1, akkor B := B-a mod m

3. A végeredmény: B.

Példa. Moduldris aritmetikaban, péld4ul, a 8! mod 17-et a kovetkezSképpen szamoljuk:

8 = (((82-8)%)%-8=(((13%8)?)?) -8
= (2?.8=42.8=16-8=9 mod 17.

Ez természetesen sokkal gyorsabb, mint direktbe kiszdmolni a 8'3 értékét és maradékosan elosztani
17-tel.
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2.5. Néhany érdekes probléma

Nagy pontossagi ’csalas’? Vizsgaljuk a kovetkezd allitdsokat:

o [ntanh(m)|] 1
Z 107 - 81

n=1

Ez a kiértékelés rossz, bar 268 jegyig pontos. Tovabba

— |ntanh(m/2)] 1
nzl 10m T8l

szintén rossz, bér az els6 12 jegyig pontos. Mindkét végtelen sor értéke egyébként transzcendens szam.
Miért érdekes egyiltaldn ez a kérdés? A tanh(m) és tanh(m/2) értéke kozel van 1-hez, ezért az lehet
az érzésiink, hogy |ntanh(m)| = n — 1 nagyon sok n-re. Tovabba

SERSE
10 81

n=1

ezért volt a fenti sejtésiink. Nézziik most a lanctort alakot:

tanh(r) = [0,1,267,4,14,1,2,1,2,2,1,2,3,8,3,1,- -]

tanh(r/2) =[0,1,11,14,4,1,1,1,3,1,295,4,4,1,5,17,7, - - -

Nem lehet véletlen, hogy mindkét lanctdrtben a harmadik szdm az, amely egyel kisebb csak a fentebb
mutatott pontossagnal! A magyardzat tdlmutat a jegyzet keretein, a részleteket a [?] konyvben megta-
lalhatjuk.

Elég pontos? A
o0 74/163/9
3 L”e2nJ — 1280640

n=1

kiértékelés pontos az elsd kb félmillidrd jegyre.

A 7 értéke nem 22/7. A 7 értékére a 22/7 raciondlis kozelitést még Arkhimédész adta. Amennyiben
a MATLAB Symbolic Toolbox-ét hasznéljuk, akkor

>> syms X
>> f=(x"x (1-x)"4)/ (1+x"2);
>> int (£, [0,11)
ans =
22/7 - pi

Amit itt torténik, az tulajdonképpen azon alapszik, hogy

fat(l—a)! lr 26 5 453

Innen vegyiik észre, hogy
1

1
/ 241 — z)tde = —,
) 630
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valamint

1 1 td(] — g 1
/ (1 — x)tdr < / de < / (1 — x)tdz.

2

Innen azt kapjuk, hogy

223/71 < 22/7 —1/630 < 7 < 22/7 — 1/1260 < 22/7

amely mdr elvezet a

10 10

becsléshez.

2.6.

Feladatok

. Végezziink numerikus kisérelteket arra vonatkozdan, hogy kideritsiik: vajon mekkora méreti sza-

mokkal végzett miiveletek esetében éri meg hasznélni a kinai maradéktételt?

Adott két egyenes, dontsiik el, hogy metszik-e egymadst (a feladat megoldasdhoz haszndljuk nagy-
pontossagu aritmetikat).

Maradék fa (remainder tree). Azn mod p;,n mod p;,n mod p3,n mod p4 kiszdmitdsahoz
haszndlhatjuk a maradék fa elvét. Szamitsuk ki n mod pipapsps értékét, majd ezt redukaljuk
modulo p;p2-vel, hogy megkapjuk n mod pips értékét, majd ezt redukédljuk modulo p;-gyel,
hoyg megkapjuk n mod p;-et, és igy tovabb. A feladat, hogy implementaljuk ezt az eljaras.

. Irjunk faktoridlis szamolot, teszteljiik a hatdrait a hasznalt programozasi nyelv beépitett tipusai-

///////

hasznalunk?

2
. Kedvenc programozési nyelviinkon szamitsuk ki az 547 értékét. Gy6z6djiink meg réla, hogy az

elso és az utolsé 20-20 szamjegy:

62060698786608744707 . .. 92256259918212890625.
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3. fejezet

Gyors aritmetika

3.1. Nagy szamok szorzasa
Legyenek adottak u és v egész szdmok (10-es szdmrendszerben):

U = UpeqUm—2 ..Uty = ug + 10us + ... + 10" L,y

= Up_1Upn—2...0109 =v9 + 10v; +...+ 10”_1vn_1.
Ha 6sszeszorozzuk 6ket, akkor a kdvetkez6 alaki eredményt kapjuk:

U =W = Wm4n—1Wm+4n—2...W1WQ
= wo+ 10w + ...+ 10" L,y

Amennyiben ezt a 1.2 szakaszban targyalt, naiv szorzési algoritmussal szdmoljuk ki, akkor mn darab
elemi miiveletet végziink el. Karacuba 1962-ben publikalt észrevétele alapjan azonban lehet gyorsabban
is!

Az altalanossag megszoritasa nélkiil tegyiik fel, hogy u és v 2n jegy( egész szamok, tehat

U = Up—1U2p—2 ... ULUY
= Up—1V2p-2...V100.
Trjuk most fel ket a kovetkezs alakban:
u=10"U; + Uy v =10"V; + Vp
ahol

Ui = wuop—1...u, (balfele)
U() = Up—1..-UQ (jObb fele)

valamint Vj és V; hasonléan. Amennyiben ezt a felirdst hasznaljuk, akkor a szorzatra a kovetkezé alakot
kapjuk:
w = 10*"U1 Vi + 10" (UpVi + Uh Vo) + Uo Vo,

ahol
UoVi + UiVo = (Ur — Up)(Vo — Vi) + UgVp + Ui V1.

Innen pedig atrendezéssel:

wv = (10%" + 10M)UL Vi + 10™(U; — Up) (Vo — V1) + (10" + 1)U V.
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A fentiek szerint tehét 4 helyett 3 darab n-jegy(i szorzés is elég. Megmutathat6 tovdbba: az 6sszeada-
sok szdma nem tobb, mint 9In.
A formalisabb miiveletigény vizsgélathoz legyen T'(n) két n jegy( szam szorzdsdhoz sziikséges elemi
miiveletek szdma. Teljesiil, hogy
T(2n) < 3T(n) + 9n. 3.1

Teljesiil tovabba, hogy T'(1) = 1. Nézziik meg néhany értékre:

T(4n) < 3°T(n) +3-9n+2-9n = 32T (n) + 9In(3? — 2?)
T(8n) < 3°T(n) + 9n(3* — 22) + 9 - 2%n = 33T(n) + 9n(3% — 23)

Az altalanos képlet
T(28n) < 38T (n) 4 9n(3* — 2F), (3.2)

amelynek bizonyitdsdhoz teljes indukciét haszndlunk. Tegyiik fel, hogy (3.2) teljesiil minden k-nal
kisebb szamra. Alkalmazzuk (3.1) képletet:

T(2-2"n) <372 n) +9- 28 1n.
Most alkalmazva az indukcios feltevést kapjuk, hogy
T (28 n) < 3¥717(n) + 9n (381 — 2871,
Helyettesitsiink be az elbbi egyenl6tlenségbe:

T(2-28n) < 3.3 1T(n)49n-3. (381 -2k 1) L 9.2k 1y
= 3T (n) +9n(3" — 25),

amely tehdt bizonyitja a (3.2) helyességét.
Ha most n = 10 és k = 2, akkor 7'(40) < 97(10) + 450. Tudjuk, hogy 7'(10) < 100, ezért
T'(40) < 1350; hagyoményos szorzassal ez 40 - 40 = 1600 lenne.
Minél nagyobb n, anndl nagyobb a nyereség. Az altalanos képlet két n jegyl szdm Osszeszorzasanak
miiveletigényére:
27n'o823 = 27185 = O(n!®9).

3.1.1. Implementacié

A kovetkezdkben megmutatjuk a Karacuba algoritmus egy lehetséges implementacidjat MATLAB-ban.
A koédban a cut paraméter meghatarozza, hogy mekkora szdmjegyli szimok esetében haszndljuk a
hagyomdanyos szorzast.

function uv = Kara (u,v,cut)
m=floor (loglO(u))+1l; # u szadmjegyeinek szama
n=floor (logl0(v))+1; # v szamjegyeinek szama
N=max (n,m) ;
if (N<cut)
return uxv;
end
k=floor (N/2);
powlOk = power (10,k);
UO=rem (u,powlOk); Ul=floor (u./powllk);
VO0=rem (v, powlQk); Vl=floor (v./powl0k);
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T0=Kara (Ul,V1, cut);

Tl=Kara (Ul1-U0,V0-V1, cut);

T2=Kara (U0, V0, cut) ;

uv = (power (10,2xk) + powlOk)*TO + powlOkxTl + (powlOk+1l)x*T2;
end;

3.1.2. Karacuba a gyakorlatban

Amennyiben n jegyl szdmokat kell 6sszeszoroznunk, akkor az altalanos szabdly, hogy alkalmazzuk a
hagyomanyos O(n?) algoritmust n < 16 esetben, a Karacuba médszert 16 < n < 4096 kozott és a

s

késdbb targyalandé FFT médszert (1asd 4.5.1. szakasz') nagyobb n-ekre.

3.2. Nagy matrixok szorzasa

Legyenek A és B n x n-es matrixok. Az AB = C szorzatmatrix elemeinek kiszdmitasa a

n
Cij = E Qi br;j
k=1

képlettel torténik. Mivel a k, ¢ és j indexeket 1-t8l n-ig kell futtatni, ezért adédik, hogy a miiveletigény
n? szorzas és n%(n — 1) sszeadss.

Az aldbbiakban bemutatjuk Strassen mddszerét, amely kihasznélja, hogy bizonyos szamolt részered-
mények tobbszor is felhaszndlhatdak a C' matrix elemeinek kiszdmoldsahoz.

A Strassen-képleteket 2 x 2-es A és B matrixokra mutatjuk meg. A matrix elemeire a szokasos
jeloléseket haszndlva definidljuk:

I = (a1 + a)(biy + baa)

IT = (a2 + az)bi;
IIT = ay1(bi2 + b22)
IV = ag(ba + b11)

V. = (a11 + a12)bee
VI (ag1 — a11) (b1 + bi2)
VII = (a2 + ag)(bay + baa)

Ellendrizhetd, hogy

en=1+1V-V -VII, cio=111+YV,
co1 =114+ 1V, coo =1+ 11T —IT+VI.

Azt kaptuk tehdt, hogy az eredeti 8 szorzds és 4 6sszeadds helyett 7 szorzds és 18 dsszeadds elvégzése
sziikséges.

Mivel a fenti képletek nem hasznaljak fel a kommutativitast, ezért azok 4 x 4-es matrixokra is hasz-
nalhatdk, ahol az a;; és b;; elemek 2 x 2-es blokkokat jelolnek. Ezt rekurzivan folytatva haszndlhatjuk
ket 2% rendii métrixok Osszeszorzasara.

Nézziik meg most a miiveletigényt formdlisan is. Legyen n X n-es matrixok szorzdsanak mivelet-
igényében S(n) az osszeaddsok és kivondsok szdma, és M (n) a szorzdsok szdma. Strassen képleteket

'bar a 4.5.1 szakaszban a gyors Fourier transzformaciét polinomok konvolicigjanak kiszdmitdsdra targyaljuk, a médszer
természetesen (nagyméretii) szdmok szorzdsara is alkalmazhat6
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alkalmazva két négyzetes 2* rendli matrix Ssszeszorzasahoz 2F~1 x 2F~l.es blokkok 7 szorzatit kell
kiszamolnunk. Ez 7M (k — 1) szorzast jelent, igy

M(k)=T"TM(k—1).
Mivel M (0) = 1, azt kapjuk, hogy
M(k) _ 7k _ 2k10g27 — nlog27

ahol n = 2% a matrixok mérete volt.

Az Ssszeadast és kivondst illetGen 2871 x 2F~l_es blokkok 18 sszeaddsdt és kivondsat, valamint 7
szorzasat kell elvégezniink. Az utébbi 7S(k — 1), az elébbi pedig 18(2871)2 = 9 - 221 §sszeaddst
jelent. Igy

S(k) <9-2271 1 75(k —1).

Vezessiik be a B(k) = 77%S(k) jelolést, amivel a rekurzi6 étirhat6

B(k) = (‘;)k + B —1)

alakba. k szerint 0sszeadva, és kihasznalva, hogy B(0) = 0 kapjuk, hogy

B(k)—gi(i>j<g.§—6.

Jj=1

Ebbdl tehat
S(k) <6-7F =6-2F8T — gplog2T — 62807

Megillapithatjuk tehdt, hogy Strassen médszere O(n*®!) miiveletigényfi. Erdekességként megjegyez-

ziik, hogy Strassen publikicidjadnak cime: Gaussian elimination is not optimal.

Amennyiben a szorzandé métrixok rendje nem 2 hatvany, akkor megfelelé mennyiségii 1 hozz4 véte-
1ével a f64tldba 2-hatvany rendiivé tehetdek.

Az a sejtés, hogy minden € > 0-ra létezik olyan algoritmus amely két n X n-es matrixok szorzatat
cnT¢ miivelettel szamol ki, ahol a c konstans az ¢ fiiggvénye. A jelenlegi cstics: c - n?3728639 (3

gyakorlatban haszndlhatatlanul nagy c értékkel).

3.3. Matrixok invertalasa

Bar matrixok invertaldsa a gyakorlatban egy olyan mdvelet, amelyet lehet6ség szerint keriilni kell, Fro-
benius mddszere az invertdldsra némi tanulsdggal szolgal.
Tegyiik fel, hogy A egy olyan matrix, amely blokk-formdban folirhaté

(% %)

ahol P négyzetes és nemszinguldris, tovdbba U = S — R(P~1(Q) szintén nemszingularis. Akkor

P+ (PIQ)UTIRPTY) —(PTIQU!
A7 = ( —(U'RPY) Ul )

Az allitas helyessége egyszeri ellen6rzéssel bizonyithat6. Vegyiik észre, hogy a szamitds két matrixin-
vertdlast (P és U ) és hat darab mdtrixszorzést (rendre P~1Q, R(P~Q), RP~Y, U(RP~Y),(P7'Q)(U"'RP™)
és (P71Q)U1) igényel.
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3.4. Szamok osztasa

Olyan algoritmust keresiink, amely két n jegyli szdm hdnyadosdnak n jegyig pontos meghatdrozasat
O(n?) elemi miivelettel megadja. Meglepd médon mindezt a Newton-médszer biztositja?.
Amennyiben adott az f : R — R differencidlhat6 fiiggvény, akkor a Newton-iteracié képlete:

T Pam)
m

feltéve, hogy f'(zy,) # 0.
Most az 1/u kiszdmitdsdhoz az 1/ — u = 0 egyenletet kell megoldanunk. Alkalmazzuk erre a
Newton képletet, ahol tehét az f(z) = 1/x — u fiiggvényt hasznéljuk:

1/x; —u
Tm+tl = Tm — /_171,2 = 2T, — uxfn =T (2 — uzy,) 3.3)
m

Megjegyezziik, hogy szokds még az
Tt = Tm + T (1 — uzy,)

alakot is haszndlni. Ez matematikailag ekvivalens az el6z6 képlettel, ugyanakkor a szamitégépes imple-
mentacidban el6nyosebb lehet. Ahhoz, hogy az eredményt 2n bit pontossagra megkapjuk az (3.3) képlet
haszndlatdval, ahhoz ki kell szamolni a szorzatot x,, és (2 — ux,,) kozott ahol z; pontossdga adott (n
bit). Ezzel szemben a szorzatot az x; és (1 — ux;) kozott csak n bitre pontosan kell, hogy kiszamitsuk,
hiszen az els6 n bit (a bindris pont utdn) az (1 — ux;)-ben mind nulldk.

Ha az 1/u szamot n értékes jegy pontossdggal akarjuk tudni, akkor elég xj-t kiszamitani, ahol

k= [logn] + 1.
Amennyiben a hiba adott gy, hogy ¢; = 1 — ux;, akkor

€1 = 1—wuriy
= 1—u(zi(2 —ux;))

= 1-—2ux; + uQm?
= (1 —ux;)?
= 6,’2.

Ez itt nem m4s, mint a j6l ismert kvadratikus konvergencia.

A kezdeti érték megvalasztisa egy érdekes probléma lehet. Erdemes az u értékét atskalazni tgy, hogy
0,5 < D <1 teljesiiljon, természetesen ugy, hogy a szdmlalot is ugyanekkor értékkel eltoljuk. Ezutdn
a kovetkezd linedris kozelitd format hasznalhatjuk:

1
$0:T1+T2’U,%E

a kezdeti érték vdalasztdsdhoz. Ahhoz, hogy a hiba abszolit értékének maximumat minimalizéljuk a

[0.5, 1] intervallumon, haszndljuk a

48 32
T AT &

képletet.

Zezt a médszert a Kozelits és szimbolikus szdmitasok kurzusokon nemlinedris egyenletek gyckeinek megkeresésére tanul-
juk
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Pszeudokdd A kovetkezd pszeudokdd a fentiekben targyalt Newton-mddszer egy lehetséges megva-
16sitasat irja le.

Vegylk u lebegbpontos alakjat (kettes szémrendszerben) :
M x pow(2,e) (ahol tehdt 1<= M <2)
u’ = u / pow(2, e+l) // sk&ldzzunk 0.5 és 1 kozé
N’ = N / pow(2, e+l) // a sz&mldldét is
x = 48/17 - 32/17 % u’
repeat ceil (log2 ((P+1)/1log2(17))—-szer
X =x + x * (1 — u’" * x)
end
return u’ x X

3.5. Barrett redukcio

A Barrett redukcio a
¢ = amod n.

naiv kiszdmitdsit (amely persze az iménti, 3.4. szakaszban tdrgyalt gyors osztds eljardst haszndlnd)
optimalizélja. Természetesen csak bizonyos feltételek mellett érdemes haszndlni, mégpedig akkor, ha n
konstans és a < n? teljesiil. Ekkor az osztdst érdemes szorzdsra cserélni.

Az éltaldnos elv a kovetkezd. Legyen s = 1/n az n inverze lebegGpontos aritmetikdval szamolva.
Akkor

amodn =a— |as|n

ahol szokds szerint |x| az als6-egészrészt jeloli. Az eredmény pontos mindaddig, amig az s értékét
megfeleld pontossaggal ki tudjuk szamitani.

Barrett azt az esetet vizsgdlta, amikor a szdmok elférnek egy gépi széban. Tekintsiik a kovetkez6
reduce nevi fiiggvényt:

function reduce (a)
qgq=a/ n // egész osztads (alsbé-egészrész az eredmény)
return a — g * n

sz

Barrett 6tlete az volt, hogy az 1/n értékét kozelitsiik m /2% értékkel, hiszen a 2" értékkel torténd osztds
elvégezhetd jobbra Iéptetéssel. Az m értékének kiszdmitdsahoz adott 2F esetén hasznaljuk az

1 2%/n 26/n m

26N T ok k
osszefliggést. Ahhoz, hogy m egész legyen a 2% /n értékét kell valahogyan kerekiteniink. A legkozelebbi
egészre kerekités a legjobb kozelitést adhatja, azonban kaphatjuk hogy m/2* nagyobb lesz, mint 1/n,
ami alulcsorduldst eredményezhet. Ezért dltaldban az m = | 2% /n| szamitdsi médot hasznaljuk. Kapjuk
tehat a médositott véltozatot a reduce fiiggvényre:

function reduce (a)
g= (a m > k // a ">> k" jelentése: k-szoros bitléptetés
return a — q * n

Mivel azonban m/2¥ < 1/n ezért a q értéke nagyon pici is lehet, emiatt aztin az a értékére csak a
[0, 2n) intervallumot tudjuk biztositani a [0, n) helyett. Egy megfelel$ kivonds miivelet azonban ezt is
korrigélja, amivel megkapjuk a végleges valtozatot:

32



function reduce (a)

g = (a »m >k
a -—=4gq *n
if n <= a {

a -=n

}

return a

3.6. Feladatok

1. Vessiik 0ssze a 3.1 szakaszban ismertetett Karacuba médszert a MATLAB beépitett szorzds mi-
veletével végrehajtasi id6 tekintetében. Ehhez prébaljuk meg a kédot minél jobban optimalizalni.

2. A szdmtani-mértani kdzép definicidja a kovetkezd: Legyen z és y két egész szdm. El6szor sza-
mitsuk ki a szamtani kozepiiket, amely legyen a;, majd szdmoljuk ki a mértani kozepiiket, ezt
jelolje g1:

a1 = 3(z +y)
g1 = /2y
A kapott két szdmnak djra kiszdmoljuk a szdmtani és a mértani kdzepét, és ezt iterdljuk minden
an, és gy, parra:
an+1 = %(an + gn)

In+1 = \/Gnfdn

Ekkor az a, és a g, sorozatok ugyanahhoz a szdmhoz tartanak, ami = és y szdmtani-mértani
kozepe.

A szamtani-mértani kozép meghatdrozasa felhasznalhatd, tobbek kozott a Gamma fiiggvény ki-
szdmitdsdhoz. Deritsiik ki, hogy hogyan, és implementaljuk az algoritmusokat.

3. A Gauss-Legendre algoritmus a 7 szdmjegyeinek gyors kiszadmitasara hasznalhat6. Meglepé mo-
don mindossze 25 1épésbdl 45 millié jegyre pontosan meghatdrozza a m értékét. A 1épések a
kovetkezdk:

(a) Kezdeti értékek:

p(]:l.

1
aozl b(]:i 75021

V2

(b) Ismételjiik az alabbiakat mindaddig, amig az a,, €s b, kiilonbsége a kivant pontossagon beliil

van:
an + by
an—i—l — 2 9

bn+1 =V anbna

tn-i-l =1n _pn(an - an+1)27

Pn+1 = 2pp.

(c) A kozelités értéke:
~ (an+1 + bn+1)2

4tn+1

Implementéljuk az eljardst nagypontossagu aritmetika folhaszndlasaval.
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4. Hogyan mddositandnk a Karacuba eljarast komplex szamok szorzdsdra? Naivan 4 darab szorzds
és 2 6sszeaddsra van sziikség, de ez médosithatd 3 szorzdsra és 5 Osszeaddsra.

5. Strassen algoritmusa polinomok gyors szorzdsara is haszndlhatd, amelyet az aldbbiakban vazo-
lunk. A naiv eljards O(mn) miiveletigény, ahol m és n a két polinom tagjainak a szdma. Tegyiik
fel, hogy n = m = 2k + 1. A P(x) és Q(x) 6sszeszorzasahoz tekintsiik a kovetkez§ alakot:

P(z) = Pi(z)+22 - Py(2)
k
Q) = Qilz)+2” -Q2(x),

ahonnan

2k+1

P(z)- Q(z) = Pi(x)Qi(z) + 2* - (Pi(2)Qa(x) + Pa(2)Q1 () + 27 - Pa(2)Qa(w).

Definidljuk tehét a kovetkezd 3 szorzatot:
B(x) = Py(x

Akkor . -
P(x)Q(z) = A(z) + 2* - (C(z) — A(z) — B(z)) +2° - B(x).

Mutassuk meg, hogy a futdsi id6 O(3¥) = O(nlog, 3) = O(n!'%%).
Implementéljuk az eljarast, és végezziink numerikus teszteket a végrehajtasi id6re (6sszehasonlit-
va a naiv médszerrel).

6. Olvasnival6:
https://randomascii.wordpress.com/2014/10/09/intel-underestimates—error-bour
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4. fejezet

Miiveletek polinomokkal

4.1. Alapfogalmak

Ebben a fejezetben elsGsorban egyvaltozés polinomokra vonatkozé miiveletek elvégzését targyaljuk. Az
x1,...,x valtozok polinomjinak neveziink minden olyan kifejezést, amely ezekbdl a valtozokbol és
valés szdmokbdl a szorzds, 0sszeadds és kivonds segitségével épithetd fel. Példa egy haromvéltozos
polinomra: P(z1,z2,73) = 1/3 + 2} — bxoxs

Mint azt kordbban targyaltuk, a P(z) egyvaltozds (n — 1)-ed foku polinomot az egyiitthatéival szokds
megadni.

Latjuk majd, hogy az algoritmusok mfiiveletigényének meghatirozasandl kiillonbséget tesziink a line-
aris és a nemlinedris miiveletek kozott.

linearis miivelet: Gsszeadas és olyan szorzds, ahol az egyik tényezd ismert szdm. Egy polinom helyet-
tesitési értékének kiszamitasa linearis miiveletek sorozataval elvégezhetd.

nemlinearis miivelet: olyan szorzds, amelynél mindkét tényez6 paramétert tartalmazé kifejezés vagy
olyan osztas, amelyben a nevezd paramétert tartalmaz.
4.2. Polinomok kiértékelése - Horner méodszer

Tekintsiik a
P(z)=ap+ a1z + ... +apz"

egyvaltozds polinomot. Ha a miiveleteket ugy végezziik el, ahogyan azok ki vannak jelolve, akkor n — 2
darab Osszeaddst és 2n — 1 szorzdst kell elvégezniink.
Atalakitdssal azonban a szorzdsok szama n-re csokkenthets. Ezt a

P(z) = ap + x(a1 + z(az + ... + z(an_1 + zay) ...)

alakkal tudjuk elérni. Megjegyezziik, hogy se kevesebb szorzds, se kevesebb 6sszeadds nem elegendd.

4.3. Polinomok kiértékelése - prekondicionalassal
Tekintsiik most azt az esetet, amikor a P(x) polinomot kell kiértékelniink kiilonb6z6 x helyeken. Ilyen-

kor bizonyos dolgokat megéri eldre kiszdmolni, mert azokat tobbszor is felhasznaljuk a szdmolds sordn.
Természetesen a prekondiciondlashoz csak az ay, . . . , a,, egyiitthatokat hasznéalhatjuk fel.
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Erdekes médon itt arrél van sz6, hogy egy
Q(z)=by+bix+...+by_jzm !
polinomot felfoghatjuk gy, mint két vektor,
b = (by,b1,...,bym_1) és x=(1,z,..., 2™ 1)
skaldrszorzatat: bx . Tegyiik fel, hogy m pdros. Ekkor Q(x) tehdt felirhat6 a kovetkezs alakban:
Q(z) = (bo+bm_12™ ) + (b12 + bip—22™ %) + (ba2? + by32™ ) + ...
= ((bo + 2™ A+ by 1) + (b + 2D (@ bpp2) .. — %xm‘l) —
—(bobm—1+ b1bm—2 + ... + by 21y /2)-

Nézziik meg ennek az alaknak a miveletigényét:

() az 22, 23,..., 2™ ! eléallitdsahoz m — 2 darab szorzds (ezt vehetjiik gy, hogy nagysagrendileg

m),

(i) abobym—1+ ...+ by /21y 2 €lGdllitdsdhoz m /2 darab szorzs,

sz 2

(iii) mig a nagyobb zdrdjelben 1évo kifejezés kiszamitasdhoz m /2 szorzds sziikséges.

A (ii) alatti miveletek eldre elvégezhetSk, azok nem fliggnek az x értékétdl, hiszen csak a Q(z)
polinom egyiitthat6i szerepelnek benne. Az (i) alatti miiveletekben a b; egyiitthat6k nem fordulnak el&'.

Szamolt miiveletek szama: m + m/2. Ha most 4gy gondolkodunk, hogy k darab prekondicionalt
n-ed fokd polinomot kellene ugyanezen a helyen kiértékelni, akkor ez a szdm km,/2 + m lenne® Ezt a
tulajdonsagot fogjuk felhaszndlni a

Plx)=ap+aix+...+ ap_1z" "

polinom kiértékeléséhez, ahol n < km. Osszuk a tagokat m-es csoportokba:

P(z) = Qo(z) + Q1 ()™ + Qa(2) ™™ + ... + Qp_qz k=D, 4.1)
ahol
Qo(z) = ag+...+apm_1z™ 1,
Qi(z) = am+...+ aom_12™ L,

Qr-1(z) = ag_1ym + -+ aGpmor2™ ",

Mint lattuk, a @;(z) polinomok kiszdmitdsa dsszesen legfeljebb km /2 + m miiveletbe keriil, hiszen
i = 0,...,k — 1, tehdt pontosan k darab van bel6liikk. Ha 2" mar megvan, akkor P(z) kiszdmitdsa
a Qo(x),...Qr_1(r) egyiitthatékbél? tovabbi & — 1 miivelettel elvégezhets. Az egész szdmolds igy
legfeljebb km/2 + m + k miveletet kovetel, ahol km > n.

"Ennek akkor van jelentSsége, ha tobb polinomot is ugyanazon az x helyen kell kiértékelni. De most azzal az esettel
foglalkozunk, amikor kiilonbozd helyeken torténik a kiértékelés.

Ennek magyarazata: ilyenkor a fenti (i) alatti mtveletekbdl (kihasznalva azt, hogy mindegyik polinomot ugyanazon helyen
kell kiértékelni) csak m darab szorzds kell, mig marad a (iii) alatti miiveletek sora, amibél pedig km /2 kell, hiszen a polinomok
egyiitthatdi kiilonbozéek.

*az (4.1) alapjan a P(x) egyiitthatSi a Qo (), . . ., Qr—1(x)
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Ha példéul K = m = [y/n], akkor a miiveletigény n/2 + 2 [\/n].
A polinom prekondiciondldsa tehat abbdl dll, hogy elére ki kell szdmolni és eltirolni k& darab 6sszeget,
amelyek

Sj = A5-m@(j4+1)-m—1 + Ajm+1Q(j41)-m—2 +..

alakdak €s 7 = 0,...k — 1. A szdmitégépek programozési konyvtaraiban az elemi fiiggvényeket rend-
szerint kozelit6 polinommal szdmoljak. A polinomok gyakran ilyen prekondicionélt formdban vannak
jelen.

4.4. Tabellazas

Azzal a feladattal folytatjuk, amikor a P(z) = ap+ a1z +. ..+ a,z"™ polinomhoz szeretnénk elkésziteni
a
P(ul), e ,P(uk)

tablazatot, ahol u1, . . ., u; adott szamok.

Amennyiben a 4.2. szakaszban targyalt Horner elrendezést hasznéljuk, akkor ez kn darab nemlinearis
mivelet. Az iménti, 4.3. szakaszban ismertetett prekondiciondldssal ez ~ kn /2.

Lehet-e azzal nyerni, ha az egész tablazatot egyszerre szamitjuk ki? Feltéve, hogy k > n az alabbi
eljarassal k log? n miivelettel ez megoldhat6, ahol a nemlinedris miiveletek szdma k log n.

Az eljarast ugy fogjuk bemutatni, hogy a Iépéseket egy nagyon egyszer(i példan keresztiil demonst-
réljuk. Feladatunk tehat az, hogy a P(uy), ..., P(u,) értékeket kell kiszamolni.
Példa: Szamitsuk ki a P(x) = 2% + 3z + 4 polinomot az u; = 5 és uz = 6 helyeken.

Ehhez kiszamoljuk az
I(m7u17"'aun) = ($_u1)(m_u2)(x_un)
polinom egyiitthatdit is, amelynek gyokei az uq, . . . , u, szdmok.
Példa: I(x,5,6) = (x — 5)(z — 6) = 22 — 11z + 30.
Ismert, hogy

Iz, ug, ... up) = 2" — o1z ogr 2 — L.
alakban irhat6 fel, ahol
o1 = Ui+...+ Uy,
o9 = uUug +urusz 4+ ...+ Up_1Un,
Onp = ULUQ...Up

Ezeket az uq, . . . uy, véltozok elemi szimmetrikus polinomjainak nevezziik.

Egy rekurziv eljarast adunk meg. Tegyiik fel, hogy az algoritmus mar adott, ha P(x) foka kisebb, mint
m. Most definidljuk az eljardst minden olyan P(x) polinomra, amelynek fokszdma kisebb vagy egyen-
16, mint 2m. Feltehetjiik, hogy P(z) fokszdma n = 2m (ha nem, akkor nulla egyiitthatdju tagokkal
kiegészitjiik):

P(z)=ao+aiz+...+ aomz>™.
Ki akarjuk szamitani P(x) értékét az uq, ..., us,, helyeken. Osszuk ezeket két részre: uq, ..., up, és
Um+1, - - - , Uam. Képezzik az

Iz, uty ... up), Iz, umg1y - - U2m)
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polinomokat — ezeket meg tudjuk hatdrozni, hiszen feltettiik, hogy az eljards m-re mar ismert. Osszuk
el a P(z) polinomot az I (z,uy, ..., Uy) polinommal:

P(:U) = I(.%', Ug,y .- 7um)Q0(x) + Rﬁ(x)a
valamint az I (z, U1, - - -, U2 ) polinommal:
P(.%') = I(x, Um41y - - - ,uQm)Ql(x) + Rl(:(})

Tudjuk, hogy az Ry(z) és Ry (x) maradékpolinomok fokszdma kisebb, mint m. Mivel az I polinom
eltinik az uy, ..., Um €S U1, - - - , U2y helyeken, ezért

P(ul) = Ro(ul), e ,P(um) == Ro(um)
P(um+1) = Rl(um+1)v . '7P(u2m) = Rl(UQm)

ahelyett, hogy a 2m-ed foki P(x) polinomot értékelnénk ki az uq, . .., ua,, helyeken, az m-nél kisebb
fokd Ry(x) és Ri(x) polinomokat értékeljiik ki az uy, . .., Upm, €8S U1, - . . , Uom, helyeken.
Az m-nél kisebb foku polinomokra az eljards definidlva van.
Hatravan még az I(z,uy, .. ., uoy) kiszdmitdsa, de ez konnyd, mert
I(z,ut, ... uzm) = I(zyug, ooy um) I (2, Ut 1y - oy Uoim).

Példa. A rekurziv folbontds szerint
Li(z,5)=2—-5, é Iy(z,6)=x2—6
Ezeket folhasznalva kapjuk, hogy
P(z)=(x—5)(zr+8)+44 é P(x)=(xr—6)(x+9)+58,

ezért P(5) = 44 és P(6) = 58.

4.5. Polinomok szorzasa

A

Pz)=ao+az+...+ap 12" ' é Qz)=by+bz+...+b, 12" !

polinomok szorzata az az

R(z) = P(2)Q(x) = co + 1@ + ... + ¢op_ox®™ 2

polinom, amelynek c; egyiitthatéit az alabbi képletek hataroznak meg:
¢ = agb; + a1bji—1 + ...+ a;bo.

A (co,. .., con—2) sorozatot az (ag,...,an—1) és (by,...,by—1) sorozatok konvoliicidjdnak nevezzik.
Erre egyébként tekinthetiink gy is, mint két n dimenzids vektor olyan szorzata, amelynek eredménye
egy 2n dimenzids vektor, amely tehat kiilonbozik a hagyomanyos bels6- vagy kiils6é szorzattol (ahol
rendre szdmot, illetve matrixot kapunk eredményiil).

Haa (co, ..., con_2) sorozatot a fentebb felirt médon akarjuk meghatdrozni, akkor n? darab szorzast
kell elvégezni az a; és b; egyiitthatokkal. Azonban gyorsabban is lehet: Toom eljardssal, amelyet a
kovetkezbkben ismertetiink.
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Kiinduldsnak vegyiink 2n — 1 darab szdmot, példdul a

0,1,...,2n—2
szdmokat. Most ahelyett, hogy az R(z) = P(z)Q(z) polinom egyiitthatdit szdmolnank ki, el&szor
szdmoljuk az R(x) helyettesitési értékeita k = 0,1, ...,2n — 2 helyeken:

R(k) = P(k)Q(k)
= Co+01k+02k2+...
= (ag+ ark + agk® + .. ) (bo 4+ bik 4+ bok® 4 ...).

Ehhez tehdt ki kell szdmolni a P(x) és Q(x) helyettesitési értékeit a 0,1, ...2n — 2 helyeken, majd
Osszeszorozni Oket. Ezutdn pedig meg kell hatdroznunk az R(x) egyiitthatéitaz R(0), R(1),..., R(2n—
2) értékekbdl. Vegyiik észre, hogy ez az interpoldcids feladat val6jdban a ¢y, . . ., ca,,—o ismeretlenek
kiszdmitését jelenti a

Co = R(O)

cot+eci+ea+...+come = R(1)

co + 2¢c1 + 2202 + ...+ 22n_262n,2 = R(Q)
co+(2n—2)c; +...4+(2n—2)"""2cy, 0 = R(2n—2)

linedris egyenletrendszerbdl.

Ebben a pillanatban még az a benyomdsunk, hogy semmit nem nyertiink, s6t egy linedris egyenlet-
rendszert kell megoldanunk, amelynek miiveletigénye O(n3). Amennyiben viszont megint kiilonbséget
tesziink a linedris és a nemlinedris miiveletek kozott, akkor gyorsabbak is lehetiink.

Béara

P(0)Q(0), P()Q(1), ..., P(2n — 2)Q(2n — 2)

értékek kiszamitasa 2n— 1 darab nemlinedris mivelet, a fenti linearis egyenletrendszer (amely ugyanarra
az eredményre vezet) megoldhato csak linedris miivelettel! Ehhez vegyiik észre, hogy paraméterek csak
az R(0), R(1), ... R(2n—2)-ben vannak, ezeket pedig a megoldds soran nem kell egymadssal se szorozni,
se osztani. A nemlinedris miveletek szdma tehdt 2n — 1. A (co, ..., con—2) egyiitthatokat definial6
eredeti képletben n? darab nemlinedris miivelet fordult els. EbbSl a szempontbdl tehdt a Toom-féle
eljaras egyszertibb.

Tovébb is 1éphetiink: a linedris miiveletekbdl sem kellene sokat elvégezni. Ez konnyen teljesithetd,
csak a helyettesitési értékeket kell megfelelden megadni! A fentiekben azt az esetet tdrgyaltuk, amikor az
1,2,...,2n — 2 értékekkel szamoltunk. Azonban nem vagyunk ezekhez a szamokhoz kotve. Ha ezeket
komplex egységgyokoknek vdlasztjuk, akkor a konvoldcié megvaldsithaté O(nlogn) mivelettel. Ez
lesz a véges Fourier-transzformalt modszer.

4.5.1. Véges Fourier-transzformalt

Legyen P(x) = ag + a1 + ... + a,_12" ! polinom. Legyen r > n és

2m

Ww=w,=e€r
az elsé komplex r-edik egységgyok, és 2 = —1. Azw® = 1,w,w?, ..., w" ! szdmok mind kiilonbozék
ésw" = 1.
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Képezziik most a P(1), P(w), ..., P(w"™!) értékeket:

ap = P(wk) =ap + a1w® + asw® + ... + Dk

z (ag, . - -, a,—1) komplex szdmsorozatot az (ag, . . . , a,—1) szdmsorozat véges Fourier-transzformdlt-
Jjdnak nevezziik.
A transzformdécidnak két, szdmunkra most fontos tulajdonsiga van:

* a visszatranszformalds hasonl6 képlettel torténik:

L ) 1)
aj:;(a0+a1w It Gow ™ 4+ 4 a,qw 1)7),

* valaminthar > 2n—2,ésa(co,. .., can—2) sorozataz (ag, . .., an—1) és (by, . . ., by—1) sorozatok
konvoliciéja, akkor

éo = aobo, ¢ = aibi,...,¢—1 = Gr_1by_1.

A konvoluci6 tehat a kovetkezd miiveletsorozat: transzformacio, r darab szorzdas, visszatranszformacio.
Legyen r > n és

Fk(:r)(a07...7an_1):&k (k:O7,,r_1)

A 2r elemi Fourier-transzformacié nem mas mint 2 darab r elemi Fourier-transzforméacié. Ez a tény
egy divide and conquer tipusi algoritmusra vezet el benniinket.

27

Legyen ag, ..., as-—1 egy 2r elemd sorozat. Ennek a transzformdldsdhoz az ws, = e2r egységgyo-
koket haszndljuk. Ezzel a jeloléssel:

- 2k |

a = ap+ alwgr + aowy,. + ... + agp— 1w
dk | 3k

= ag+ agw% + aqwy, + ...+ alw% + agwy, + ...

= o+ as(w3 ) +ay (wzr)%—l- A Wb ay + az(w3)F + as(w3)?F 4.,

(2r—-1)k

2

ahol tehdt megfelelen csoportositottuk az egyiitthatokat. Ha wo, = e2r , akkor w3, = w,., ezért

Fk(;QT) (a(), N agr_l) = Fk(;r) (ao, as, ... ,(127«_2) + WSTFIET)(CLL A3y ...y CLQT_]_)

Megmutathat6:
K(2r) <2K(r)+ 6r

tovabba K (1) = 0, ezért a fenti képletet m-szer egymads utdn alkalmazva
K(2™) <3m-2™

Ha r a 2-nek egész kitevjd hatvanya, akkor
K(r) < 3rlog,r.

Szokas szerint: ha r nem 2 hatvany, akkor a sorozatot nulldkkal egészitjiik ki.
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Gyors Fourier transzformacié: Konkrét megvaldsitas

Legyen
a — [ag, at, ... an_l]T b = [bo, bl, PN bn_l]T

két n-dimenzids vektor, amelynek komponensei komplex szdmok. az a * b = ¢ konvoliciét akarjuk
kiszdmolni
Legyenek
Fﬁl(a) = Fﬁl[ao, A1y vy Qp-1,0,... 0] = (fo, f1,---, fgn_l)T

F_l(b) = F_l[bo, b1,..ybn-1,0,...0):= (90,91, - ,ggn,l)T
a 2n komponensre kiegészitett a és b vektorok véges inverz Fourier transzforméltjaik. Legyen tovabba
F~Y(a) o F~(b) := [fogo, fg1, - fan—192n-1]"
a komponensenkénti szorzasokkal kapott vektor. Ekkor
F~l(axb)=F'(a)o F}(b).
A fenti, utolsé képlettel ekvivalens alak:
axb=F[F'(a)o F '(b)],

amely lehet6vé teszi, hogy két n-dimenzids vektor konvoliciéjat az FFT segitségével is kiszamoljuk,
amennyiben n kettének egész kitevdjd hatvanya.

4.6. Feladatok

1. A fejezetben nem volt sz6 polinomok osztdsdrdl. A szakirodalombdl keressiink egy erre alkalmas
(gyors) algoritmust és implementaljuk, teszteljiik.

2. Teszteljiik le a MATLAB Symbolic Toolbox rendszerében elérhet6 polinom szorzas végrehajtasi
idejét osszevetve a (lebegSpontos) conv fiiggvénnyel, ami polinomok/vektorok konvoldciéjat
szamitja ki.

3. A Horner médszer hasznalhaté az osztott differencia

p(y) — p(x)
y—x
kiszdmitdsdra. Legyen adott a
n .
p(x) = Z a;z’ = ag + a1z + asx® + asx® + -+ + apa™
i=0
polinom a kévetkezd 1épéseket kell végrehajtanunk:

bn = Qn, dn - b?%
bp—1 = an—1 + by, dp—1 =bp—1 + dnya

b1 = a1 + bax, d1 = by + day,
bo = ag + byx.
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Ennek végén kapjuk,hogy

p(x) = bo,
ply) —p@) _ ;.
y—x ’

Teszteljiik a médszer hatékonysagat a naiv eljarassal 6sszevetve, kiilonosen olyan példakon, amely-
re x és y értéke kozel azonos.

. Mint azt targyaltuk, a Horner-mddszer optimdlis abban az értelemben, hogy egy polinom helyette-
sitési értékének kiszamitdsdhoz a legkevesebb szorzds és 6sszeadds miiveletet hasznélja. Azonban
ezt ugy éri el, hogy az egymast kdvetd Osszeadas és szorzds miiveletek fiiggnek a kordbban végre-
hajtott miiveletek eredményeitdl. fgy a médszer nehezen, vagy egyaltalan nem parhuzamosithaté.
Az Estrin-moédszer parhuzamos gépekre alkalmas eljards, amelynek otlete a kdvetkezd példan
mutathaté be. Jeldlje

P,(x) =Cy+ Chz + Coz? 4+ Csz® + ...+ Cpz™

egy n-valtozds polinomot. Az Estrin alakot irva a kovetkezé résszamitdsokat kapjuk:

Py(z) = (Cy+ Ciz)+ (Coy+ Czx)z?

Py(z) = (Co+ Ciz)+ (Co+ Czx)z? + Cya?

Ps(z) = (Co+ Ciz)+ (Co + C3z)z* + (C4 + Csz)x?

Ps(z) = (Co+ Ciz) + (Cy+ Csx)z* + ((Cy + Csz) + Cex?)a?

Py(z) = (Co+ Ciz)+ (Coy + Cs2)x? + ((Cy + Csz) + (C + Cra)2?)z?

Py(z) = (Co+ Cix)+ (Co+ Csz)x? + ((Cy + Csz) + (Cs + Crx)az®)x? + Cga®

Py(z) = (Co+ Ciz) + (Co + C3z)z* + ((Cy + Csz) 4 (Cs + Crx)x?)z* + (Cg + Cox)®

2" értékét egyszer kell csak szamolnunk, és azt megtarthatjuk addig,

amelybol lathatjuk, hogy az x
amig sziikség van ra.

Feladatunk, hogy implementéljuk a médszert, és vessiik 0ssze a végrehajtasi idejét a Horner mod-
szerrel szekvencidlis nyelven és olyan kdrnyezetben is, ahol parhuzamos végrehajtis is megenge-

dett.

. A Ruffini-algoritmus egy P(z) polinom x — r taggal torténd osztdsdnak hatékony kiszamoldsdra
alkalmas. Keressiik meg a leirdsét és készitsiik el az implement4cidjét.
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5. fejezet

Polinomok gyokeirol

Azt mondjuk, hogy ¢ a p(x) polinom gyoke, ha p(c) = 0. Amennyiben p(x) valds egyiitthat6s polinom,
amelynek gyoke az o komplex szam, akkor gyoke ennek o konjugilt is.

Egy fontos és egyszert észrevétel, hogy az p(x) polinom (x—c) elsd fokd polinommal valé osztdsanak
maradéka egyenld az p(z) polinom p(c) értékével. Legyen ugyanis

p(x) = (x = c)q(x) +r

Ha most vessziik mindkét oldal értékét x = c-nél, akkor p(c) = r.

Ennek a ténynek egy kovetkezménye, hogy a ¢ szam akkor és csak akkor gyoke az p(x) polinomnak,
ha p(x) oszthat6 (z — c¢)-vel. Ha p(z) oszthaté valamely ax + b els6 fokd polinommal, akkor oszthato
az x — %b-val is, vagyis egy = — c alakd polinommal.

Egy polinom gyokeinek a meghatdrozdsa tehét ekvivalens linedris osztéinak felkutatdsdval. A Horner-
elrendezés segitéségével meghatirozhatjuk a

alakot.

Példa. Legyen p(x) = z* — 822 + 22 + 4z — 9, és ezt osszuk el = + 1-gyel:

|1 -8 | 1 | 4 | 9

—1|1]|-1-14+(-8)=-9]-1-(-9+1=10| -1-10+4=—6 | —1-(=6)+ (-9) = -3

Ezért a hanyados: 23 — 922 + 10z — 6, a maradék pedig p(—1) = —3.

Tobbszoros gyok. Amennyiben taldlhaté olyan k szdm, amelyre p(x) maradék nélkiil oszthaté az
(x —c)¥-val, de nem oszthat6 (x —c)**'-gyel, akkor a k szdm a p(z) polinom c gyokének multiplicitdsa.

Az algebra alaptétele a kovetkez6t dllitja: minden legaldbb els fokd komplex egyiitthatds polinomnak
van legaldbb egy (4ltalaban komplex) gyoke. Az alaptétel szerint egy polinom tehat elséfoku polinomok
szorzatara lehet bontani — ezzel majd késébb foglalkozunk.

Minden n-edfoki komplex egyiitthatés polinomnak n gyoke van, ha minden gyokét annyiszor szamit-
juk, amennyi a multiplicitdsa. Ez utébbi tényre épitve éllithatjuk, hogy barmely, n-nél nem magasabb
foki polinomot egyértelmiien meghataroznak azon értékei melyeket az ismeretlenek barmely, n-nél tobb
kiilonbozd értéke mellett vesz fel. Ha ismerjiik egy n-ed fokud polinom értékét n + 1 kiilonbdz6 pontban,

akkor barmely mds pontban is kiszdmithatjuk!.

'Ez a tény adédik a Lagrange-féle interpolacids képletbdl.
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Megoldoképletek. A madasodfoki polinomegyenlet megolddsanak mddszerét mar a régi gorogok is
ismerték. A harmad- és negyedfokud polinomok gyokeire csak a XVI.szdzadban taldltak képleteket.
300 évig folytak sikertelen kisérletek a magasabb fokud polinomok gyokeinek meghatdrozdsara szolgalé
képlet megkeresésére.

Majd 1832-ben Abel és Ruffini bebizonyitotta, hogy ilyen képletek nem léteznek n > 5 esetén tetszd-
leges n-ed foku polinomra.

Fontos azonban latni, hogy az Abel-Ruffini tétel nem zarja ki azt a lehetdséget, hogy talan minden
konkrét komplex egyiitthats polinom gyokei mégis kifejezhetdk lennének valahogyan az egyiitthatok-
b6l gydkvondsok valamilyen kombinéciéi segitségével®

1830-as évek eleje: Galois® megmutatta, hogy milyen feltételek mellett oldhaté meg radikalokkal
valamely adott polinomegyenlet. Ezen eredmény alapjan kideriilt, hogy minden n > 5-re megadhat6
olyan n-ed foku polinom, amely nem oldhaté meg radikdlokkal.

5.1. Sturm tétel

Val6s egyiitthatés f(z) polinom valds gyokeinek szdmdnak meghatdrozdsara mutatunk egy eljarést,
amely az euklideszi algoritmustdl csupén a fellépé maradékok el6jelében kiillonbozik.
Legyen

fi-i(x) = gi-1(x)fj(w) = fir1(x)

fm1(x) = gm1(2) fm ()

ahol az fj41(«) maradékpolinom fokszdma kisebb, mint az f;(x) oszté polinom fokszdma. f,(z) az
osszes f;(x) polinom legnagyobb kizos osztdja.
A fent definidlt polinomsorozat alapvetd tulajdonsagai:

5.1.1. Segédtétel. Ha az f(x) polinomnak a véges [a,b| intervallumba esé gyikei mind egyszeresek,
akkor minden x € [a, b]-re fm(x) # 0 (sét, valdjdaban fp,(x) dllando eldjelii az [a, b]-ben), ha valamely
1 <j<me-reésx € [a,b]-re fj(x) =0, akkor

fi—1(x) fi+1(z) <O,

ha valamely x € [a,b]-re fo(z) = 0, akkor
fo(@) fi(z) > 0.

Legyen fo(x), fi(x),..., fm(z) valés egyiitthatés polinomoknak olyan sorozata, amelyben a foksza-
mok monoton csokkennek. Ezt Sturm sorozatnak nevezziik valamely [a, b] intervallumon, ha a fenti
lemmaban szerepld /-3 tulajdonsagok teljesiilnek és ezen feliill még az is igaz, hogy

f(a)f(b) # 0.

Jeloljiik S(z)-szel az fo(z), f1(z),. .., fm(x) Sturm sorozatban el&forduld eldjelvdltdsok szamét.
Jelvaltas akkor van, ha pozitiv szdm utan negativ kovetkezik, vagy forditva.

2teh4t, hogy minden konkrét polinom gydke megadhaté radikdlokkal (n-edik gyokokkel: /)
3 Don’t cry, Alfred! I need all my courage to die at twenty.”
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5.1.2. Tétel (Sturm). Legyen f(x) valds egyiitthatés polinom. Ha

f(@) = fo(x), fi(@), ..., fm(2)

Sturm sorozat valamely [a, b] intervallumon, akkor f(x)-nek (a,b)-ben pontosan S(a) — S(b) szdmii
gyoke van.

Példa. Legyen f(r) = 23 + 322 — 1, hatdrozzuk meg a valés gyokeinek a szdmat. A polinom Sturm
rendszere:

flxz) = m3—|—3m2—1,
fi(z) = 32°+ 6,
fo(x) = 2x+1,

fa(x) = 1.

Most dllapitsuk meg ennek a rendszernek az elGjelvaltasainak szamét a (—oo, co) intervallumon:

f(x) fi(z) fo(x) f3(x) valtdsok szdma
-00  — — + 3
00 + + + 0

+
+

Kapjuk tehdt, hogy az f(x) polinomnak 3 valés gyoke van.

Valés gyokok szétvalasztasa. A Sturm tétel alkalmazhat6 valds gyokok szétvalasztisara is a kovetke-
z8képpen:

1. Szamitsuk ki S(z) értékét kiilonboz x-ekre.

2. Ha taldlunk olyan xy, zo part, amelyre S(z1) # S(x2), akkor biztosak lehetiink abban, hogy =
és o kozrefog egy gyokot.

3. Felezziik meg az intervallumot, amelyben a gyok taldlhat6: S((z1 + x2)/2).

4. Menjiink vissza az 1. 1épésre.

5.2. Tovabbi korlatok polinomokra

Legyen adott

n

f(z) = Zaixi =an H(w — )
=0

i=1

n-ed fokud polinom. Vezessiik be a kovetekzd jeloléseket:
* H(f) (vagy || f|loc), amelyet magassdgnak neveziink és max;—o,... » |a;
* || f| akettes norma /" |a;|?

* L(f) (vagy || f|l1), amelyet hossziisdgnak neveziink és Y " |a|
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Ekkor adédik, hogy
H(f) < IFI < L(f) < (n+ D H(F).

Igaz tovéabb4, hogy
jan| TT leal < 1111
a;>1

Ezek kovetkezményeképpen adddik tovabba, hogy

fncd = ()t TL 1t < (%) 111

a;>1

Gyokokre vonatkozo korlatok A fentiekben bemutattuk Sturm moédszerét valds gyokok szamanak
meghatdrozdsira. Néha azonban sziikségiink lehet a valds és a komplex gyokok megkiilonboztetésére.
Tekintsiik ehhez a kovetkezd példat.

Legyen Wy az a polinom, amelynek gyokei a —1, —2, ..., —20 szdmok. Azaz Wy = (z + 1)(z +
2)...(z +20) = 22° + 21021 + ... 4 20!. Tekintsiik most a

W20 ({L‘) + 2_231'19

polinomot. Arra szamitunk, hogy ennek is husz darab valds gyoke van, az eredeti Wag-hoz kozel. A
helyzet azonban az, hogy ennek csak 10 valds gyoke van, kozelitélega —1, —2,...—7,—8.007, —8.917,
—20.847 értékekkel, valamint 5 par komplex konjugalt gyoke, amelyek kozelit6 értéke rendre a —10.095+
0.64357, —11.794 4+ 1.652¢, —13.992 £ 2.5197, —16.731 £ 2.813¢, —19.502 £ 1.940s értékek.

Legyen most f =Y " a;x’, valamint az f(x) gyokei az o, . . ., o, szdmok. Vezessiik be az aldbbi
jelolést:

* 1b(f) = maxi<i<n |ail,
A kovetkezd korlatok teljesiilnek:

* tb(f) <1+ max(|ai|)/|an]-

e rb(f) < 2max {'aZ:', \/ LZ;Q‘,..., ”_\1/ %a \/ le}

Amennyiben ezeket a korldtokat a Wag () polinomra alkalmazzuk, akkor rendre a 1.38 x 109 és 420
értékeket kapjuk, amely mutatja a masodik korlat er6sségét, legalabbis az els6vel szemben.

5.3. Laguerre modszer

o

Ebben a szakaszban bemutatunk egy médszert, amely Edmond Laguerre nevéhez fizédik. A Newton-
mobdszerrel ellentétben ez polinomok gyokeinek megkeresésére van specializalva.

A mddszer targyaldsa el6tt ismertetiink egy gyokkorlatos eredményt is, amely szintén Laguerre-t6l
szarmazik.

Valés gyokok tovabbi korlatai A médszere olyan p(z) = >__, axz” polinomokra alkalmazhatd,
amelyeknek csak valés gyokei vannak. Ezek a gyokok a

ap—1 n—1 9 2n
— + a;_| — ——QpQp_2
nan Nna, n—1
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intervallumban vannak.
Példdul az z* + 522 + 522 — 52 — 6 polinomnak négy valés gyoke van: —3, —2, —1 és 1. A képlet a

5j:3 35

itV
intervallumot adja, amely lebegGpontosan a [—3.8117,1.3117] intervallum — ebben az esetben tehat

egész j6 befoglaldst kaptunk a gyokokre.

Gyokok megkeresése A moddszer egyik tulajdonsaga, hogy a kezdeti értéktdl fiiggetleniil majdnem
mindig konvergal valamelyik gyokhoz, legyen az akar komplex szdm. Az input tehat egy n-ed foku
polinom. Az eljaras a kdvetkez6:

1. Vélasszunk egy x( kezdeti értéket, és legyen a = oo.
2. Adott 1épésszamig vagy a < e teljestiléséig hajtsuk végre a kovetkezdket:

* Ha p(z}) nagyon pici, akkor az algoritmus véget ér, xy, egy kozelits érték.

. _ P(x) 4 _ 2 p(zk)
Legyen G = p(x:) és H=G"— p(x:) .
e Legyen a = 1t , ahol az eldjelet tigy valasztjuk, hogy a nevezd a lehetd

G+y/(n—1)(nH-G?)
legnagyobb abszolut értéki legyen (a lebegbpontos szdmoldsokndl ez fontos).

» Végiil legyen 41 = 1, — a.

5.4. Rezultansok

A rezultansok fogalmat a kovetkezd kérdés megvélaszoldsara vezették be: mi a sziikséges és elégséges
feltétele annak, hogy az f(z) és g(x) polinomoknak van kozos gyoke? Legyen

f) = fo+ fix+. ...+ fra™
g(x) = go+qr+...+ gz,

i, ...,y az f polinom gyokei, 51, ..., B, pedig a g polinom gyokei. Ekkor
n m
res(f,9) = fagn [T [ (e — B5)
j=1i=1

sorozatot az f és g polinomok rezultdnsdnak nevezzik.
Ez a definicié matematikai értelemben teljesen rendben van, azonban praktikusan haszndlhatatlan,
mivel a gyokok ismeretét tételezi fol. A Sylvester-mdtrixot eldéllitjuk az egyiitthatokbdl:

fm fm—l fl fo 0 0 ... 0
0 fm fm—l fl f() 0 ... 0
0 0 fm fm—l fl fO 0
0 .. 0 0 fm fmar o i So
In  Gn-—1 g1 9o 0 0o ... 0
0 9n In—-1 - [ go o ... 0
o ... 0O 9 g1 -~ g1 go O
o ... 0 0 9 Gn-1 -~ G1 9o
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A Sylvester-métrix determinédnsat kell meghatdrozni, és megvizsgdlni, hogy mikor 0 az értéke. Ez meg-
tehetd O((n + m)?) 1épésben példdul a j6l ismert Gauss-eliminaciéval.

Egy masik lehetséges megoldast a kovetkezd algoritmus ad, ahol LeadCoeff a megadott polinom
féegyiitthatdjat adja, a deg a polinom fokszamat, a mod miivelet pedig a két polinom osztasaval kelet-
kez6 maradékot hatarozza meg.

Input: F, G polinomok

F[1l] = F;
F[2] = G;
i = 2;

R[1] = 1;

while deg(F[1])>0{
Fli+1l] = F[i-1] mod F[i]
di = deg(F[i]);
dil = deg(F[i-11);
R[i] = power (-1, dixdil) *power (LeadCoeff(F[i]), dil-di)*R[i-1]
i++;
}
if (F[i] <> 0) return R[i]*power (LeadCoeff (F[i]), deg(F[i-11]))
else return 0;

Szimbolikus eset. A rezultdnsok legfontosabb elényei, hogy a bemeneti polinomok szimbolikus egyiitt-
hatdkat is tartalmazhatnak. Legyen példaul

flz) = 223 — €&’ +2+3

g(z) = x®—bx+6.

Ekkor

2 ¢ 1 3 0
0 2 —¢ 1 3
res(f,g) = |1 =5 6 0 O
0 1 -5 6 0
0 0 1 -5 6

= 36£% — 429¢ + 1260 = 0.

A madsodfokd egyenlet gyokei: £ = 20/3 és £ = 21/4.

5.5. Grobner bazisok

Tekintsiik a kovetkez8, m darab polinombdl all6 egyenletrendszert:

fl(l‘l,...,:cn) = 0
fm(xl,...,xn) = 0

A Grobner bazisok meghatarozasaval tulajdonképpen meghatirozzuk a rendszer megolddsat is, mert
ezeknek ugyanazok a gyokei.
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Példa. A kovetkezd 3 valtozos rendszer megoldasat keressiik:

1
fi = xz—xy2—4:c2—1
2 2
f2 = yzt+2z+ o
1
fs = x2z+y2+§x

A rendszer Grobner bazisa (a z < y < z rendezéssel):

g1 = 2+ 64/65x% —432/652% + 168/652% — 354/65x + 8/5
g = y?—8/13z* +54/132% — 8/132% + 17/26x
g3 = x°—27/4x* + 223 — 21/162% + = + 5/32

Erdekes médon ezt az alakot “trianguldris’ alaknak nevezziik, a Gauss-elmindcié eredményéhez hason-
I6an. Az analdgia ott van, hogy a Gauss elimindcié valdjdban a Grobner bazisok mddszerének egy
specidlis esete, amikor minden egyenlet linedris.

A fenti alakbdl x meghatarozhaté a 3. egyenletbdl, majd az behelyettesitjiik a 2. egyenletbe megkap-
juk g értékét, stb. A kozelité megoldas egyébként

(—0.128475,0.321145, —2.356718)

Megjegyezziik, hogy egyvaltozés polinomegyenlet megolddsa Iényegesen egyszer{ibb, mint egy poli-
nom rendszer megolddsdnak megkeresése. Itt most arrdl van sz6, hogy dgy oldjuk meg a rendszert,
hogy azt atalakitjuk, majd végiil egyvaltozds polinomok sorozatat kell megoldanunk.

A Grobner bazisok kiszamitdsara szolgal6 algoritmus, s6t, még a kapcsolddo alapfogalmak is tdlmu-
tatnak a jegyzet keretein, igy azokat itt nem ismertetjiik.

5.6. Feladatok

1. Implementdljuk a 5.2 szakaszban ismertetett korlatokat, és teszteljiik az er&sségiiket véletlen
egylitthatds polinomokra.

2. A Horner-médszer a Newton-mddszerrel kombindlva alkalmas polinomok dssze valds gyokének
megkeresésére. Legyen adott a p,(x) n-ed fokd polinom, amelynek gyodkeire igaz, hogy z, <
Zn—1 < --- < z1. Legyen x( kezdeti érték ugy, hogy zo > z;. Hajtsuk végre a kovetkezd
iteracios 1épéseket:

(a) Hasznéljuk a Newton-moddszert a z; megkeresésére.
(b) Hasznaljuk a Horner-mdédszer a (z — z1) taggal torténd leosztdsra, amellyel megkapjuk a

prn—1-et. Térjlink vissza az 1. 1épésre, ahol hasznéljuk a p,,_; polinomot és a z;-et, mint
kezdeti értéket.

Implementéljuk és teszteljiik ezt az eljarést.

3. Végezziink kisérleteket véletlen egyiitthatés polinomok gyokeinek eloszldsarél. Hasznéljunk eh-
hez tobbfajta véletlenszam generatort kiilonbozd paraméterekkel.

4. Az 2> — S = 0 egyenlet gyoke az v/S. A négyzetgydk reciproka gyakran eléfordul kiilonféle
numerikus médszerekben, ezért érdekes lehet a kiszamitdsara gyors eljarast kidolgozni. Termé-
szetesen csak kozelitd eljardsrdl lehet sz6. A moédszer egyik legendds implementécidja a Quake

sz

III nevii jaték C forraskddjaban taldlhatd, amelyet majdnem szo szerint idéziink itt:
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float Q_rsqgrt( float number )
{
long 1i;
float x2, vy;
const float threehalfs = 1.5F;

x2 = number * 0.5F;

y = number;

i * ( long * ) &y; // evil floating point bit level hacking
i = 0x5f3759df - ( i >> 1 ); // what the fe&xk?

y = % ( float * ) &i;

y = y*(threehalfs—(x2 x y % y)); // lst iteration

//y = yx(threehalfs—(x2 * y * y)); // 2nd iteration, this can be removed
return y;

A kédban természetesen a 0x5F 3759DF konstans kelti fel els§sorban az olvasé figyelmét. Fel-
adatunk, hogy deritsiik ki, vajon mi szerepe van pont ennek az értéknek egy egyébként altalanos
mddszerben?

5. Bizonyitsuk be, hogy ha p(x) € Z, n-ed foku polinom, akkor legfeljebb n gydke van.
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6. fejezet

Primtesztelés

Ebben a fejezetben olyan mddszerekrdl lesz szd, amelyek véalaszt adnak arra a dontési kérdésre, hogy egy
egész szam primszam-e. Néhany valdszinliségi algoritmust fogunk megismerni, valamint megemlitjiik
a ’PRIMES is in P’ cikkr6l is. Lattuk a kordbbi fejezetekben, hogy a primeket hasznaljuk a modularis
algoritmusoknal is.

6.1. Alapfogalmak

Egy N egész szam primszam, ha ab = N esetén a = 1 vagy b = 1.
Az aritmetika alaptétele szerint minden pozitiv egész szdm felirhaté primszdmok szorzataként.
Tovabba mar Euklidész is tudta, hogy végtelen sok primszam van. Bizonyitdsanak egy picit médosi-
tott valtozata a kovetkezd. Tegylik fel, hogy véges sok primszdm van: p; < p2 < ... < p,. Legyen
N =p1-p2-...-p-. Az N — 1 egész szam, mivel szintén primszamok szorzatara bonthatd, ezért
sziikségképpen van kozos primosztdja az N-nel, ami legyen p;. Ekkor p; osztja a kiillonbségiiket, 1-et,
ami lehetetlen.

6.2. Szita modszer

Eratoszthenész alapjan egy lehetséges mddszer N primtesztelése a kovetkez6: kezdjiik el osztogatni
3,...,V/N-nel és nézziik meg, hogy van-e maradék.
Az algoritmus pszeudokddja a kovetkezd [8]:

Bemenet: egy n pozitiv egész szam.
Kimenet: 1, ha az n szam prim, 0, ha Osszetett.

if (n == 2) return 1,
if (n mod 2 == 0) return O,
t = 3; s = 4;
while (s <= n) {
if (n mod t == 0) return O0;
else {
t =t + 2;
s =s + 2 x t - 1;
print (t, s);

}

return 1;
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6.3. Fermat Kkis tétele
6.3.1. Tétel (Fermat, 1640). Ha p prim és a € N ehhez relativ prim, akkor
a1'=1  modp.

Az a tehdt nem oszthaté p-vel. A tétellel tehat azt tudjuk megmondani, hogy egy egész szim nem
primszam. A fenti folirdsban ez p.

A tétel egy masik valtozata a kovetkezd: barmely p primszamra teljesiil barmely a € N egész szam
esetén, hogy

a’? =a mod p.

Erdekességképpen megjegyezziik, hogy Fermat egyébként nem adott bizonyitést a tételre, csak egy
levélben {rta azt le. Leibniz bizonyitotta, de annak pontos datum nem ismert.

6.3.1. Alprimek

Ha N 0Osszetett €s
aVl=1 mod N

valamely a-ra, akkor azt mondjuk, hogy N egy a-alapu alprim.

Sarrus 1820-ban az alabbi eredményre jutott: N = 341 az a = 2 alapra alprim (hiszen 341 = 11-31).

6.3.2. Algoritmus a Fermat kis tétele alapjan

A Fermat kis tétele alapjan a kovetkezd, valdszintiségi algoritmus adédik:
Bemenet: N egész
Kimenet: ’0sszetett’ vagy ’valdsziniileg prim’

1) Legyen 2 < a < N — 2 véletlen szdm (egyenletes eloszldssal védlasztva).

2) Szamitsuk ki

N-1

b=a rem N,

ehhez hasznaljuk az ismételt hatvanyozas algoritmust a 2.4 szakaszbdl. Itt a rem mivelet az
>osztds maradéka’.

3) Ha b # 1, akkor a vélasz ’dsszetett’, kiilonben *valdsziniileg prim’.

Tulajdonsagok. Az algoritmusra a kovetkez§ éllitasok teljesiilnek:

* Ha a és N nem relativ primek, akkor b és N sem azok, ezért az algoritmus ekkor korrekt vélaszt
ad.

— Az’a és N relativ primek?’ kérdés eldontésére az euklidészi algoritmust hasznéljuk, végre-
hajtva azt az 1) és 2) 1€pés kozott.

* Halnko(a, N) = 1, akkor a ’valészintileg prim’ vagy helyes vagy helytelen vélasz.
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Példa. Teszteljiik le 5 probalkozéssal, hogy a 97 primszam-e. Tegyiik fel, hogy a kovetkezé eredmé-
nyeket kaptuk:

a b iteraci6 jelentés

41 1 1 41% =1 (mod 97)
32 1 2 329 =1 (mod 97)
94 1 3 949 =1 (mod 97)
17 1 4 179 =1 (mod 97)
73 1 5 739 =1 (mod 97)

Az algoritmus az 6sszes Véletlenszerl’ien generélt a érték esetében igaznak talélja aza = 1 (mod n)

;;;;;

Példa. Annak személetetésére, hogy az aP~! = 1 (mod p) kiszdmitdsihoz, ahol p egy nagy méretii
primszam nem kell kiszamolnunk az a?~! értékét, hanem annak csak p-vel osztdsi maradékat, elevenit-
siik fel az ismételt négyzetre emelés modszerét.

Tegyiik fel, hogy 2'°* mod 155 értékét akarjuk meghatdrozni. A 154 bindris alakja: 10011010. A
hatvdnyok tehdat bindris alakban rendre: 1,10,100,1001,10011,100110,1001101, és 10011010 vagy
10-es szdmrendszerben: 1,2,4,9,19, 38,77, és 154. A kovetkezd szamitdsokat kell elvégeziink:

2l = 2.12=2 mod 155
22 =4 mod 155

b
[N}
I1l

24 = 42=16 mod 155
29 = 2.162=47 mod 155
219 = 2.472 =78 mod 155
238 = 782=39 mod 155
277 = 2.392=97 mod 155
215 = 972 =109 mod 155.

El6szor is az eredménybdl leolvashatjuk, hogy 155 nem prim szdm, hiszen ha az lenne, akkor az 1
végeredményt kaptuk volna. Amennyiben a p szimnak n bindris szimjegye van, az a?~' mod p kisza-
mitdsa 2n szorzédssal valamint n darab maradék miivelettel kiszdmithat. Ezek miiveletigénye O(n?),
ezért a teljes miveletigény O(n?) lesz.

6.3.3. Carmichael szamok

Ha az
a¥"1=1 mod N

kongruencia igaz minden N-hez relativ prim a-ra, akkor N univerzalis alprim. Ezek a Carmichael
szamok. Végtelen sok van belSle, de sokkal ritkdbbak, mint a primszdmok. A legkisebb ilyen: 561.
Ezek tehat olyan inputok, amelyekre a Fermat teszt rossz vélaszt ad, ezt minden esetben figyelembe kell
venniink az algoritmus hasznalatakor.

Szerencsére a Carmichael szdmok karakterizacidja megadhatd, amelyet a kovetkezd tételben foglal-
tunk Ossze.

6.3.2. Tétel. N akkor és csak akkor Carmichael, ha négyzetmentes és p — 1 osztia N — 1-et, ahol p az
N primfaktora, tovdbbd: N pdratlan és legaldbb 3 primfaktora van.
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Az 561 utdni hat Carmichael szam a kovetkezd (az a | b jelentése: a osztéja b-nek):

1105 =5-13-17  (4]1104; 12]1104; 16| 1104)
1720 =7-13-19 (6| 1728; 12| 1728; 18] 1728)
2465 =5-17-29 (4 ]2464; 16 |2464; 28 |2464)
2821 =7-13-31  (6]2820; 122820; 30 | 2820)
6601 =7-23-41  (6]6600; 22]6600; 40 | 6600)
8911 =7-19-67  (6]8910; 18]8910; 66 | 8910)

Nagyobb szamokra egyre kevesebb van beldliik: 20.318.200 darab van 1 és 10?! kozott. Ez 50 milli-
ard szambdl 1.

Tovabbi informéciét a Carmichael szamokrél a https://oeis.org/A002997 linken taldlha-
tunk az OEIS (Online Encyclopedia of Integer Sequences) oldalan.

6.4. Miller-Rabin teszt

Azokat az egész szdmokat, amelyek kielégitenek olyan primteszteket, amelynek minden primszdm ele-
get tesz, de a legtobb Osszetett szdim nem, val6szinti primnek nevezziik. A valészind primek egy része
Osszetett szdm, ezek a 6.3.1. szakaszban targyalt dlprimek. Az angol nyelv{ szakirodalomban a PRP
jelolést hasznaljak (probable prime).

Az ebben a szakaszban ismertetett algoritmus kihasznalja, hogy ha p primszdm, akkor minden olyan
a szam esetén, amelyre Inko(a,p) = 1 és p — 1 = 2%, ahol r pdratlan szdm, fenndll a kovetkezs
Osszefiiggések egyike:

r

* a" =1 (mod p), vagy

20

* létezik olyan 5,0 < j < s — 1 dgy, hogy a p—1 (mod p).

Legyen N — 1 = 2°¢, ahol ¢ pératlan és s > 1, hiszen a paros szamokrdl konnyt eldonteni, hogy
primszadmok-e. Vdlasszunk egy a véletlen szdmot, majd szamitsuk ki a kovetkezdket:

1. ug=a® mod N

2. ujr1 =u? mod N,aholi=1,2,...5.

i
3. Valasz: N valdsziniileg prim, ha ug = 1, vagy valamely i-re (0 < i < s) azu; = —1

Megjegyezziik, hogy us = a®>*t = aN~1 ezért ennek értéke 1 mod N ha N egy primszém. Ez a

feltétel az alapja az elfogaddsnak, mert ha u; = —1, akkor u; = 1 minden 7 + 1 < j < s indexre.
Altaldban a tesztet k-szor egymastdl fiiggetleniil elvégezziik, hogy biztosabb vilaszt kapjunk.

Tegyiik fel, hogy N primszam. Akkor mindig azt a valaszt adjuk, hogy ’valdsziniileg prim’. Mivel
tudjuk, hogy us = 1 mod N, ezért vagy az van, hogy ug = 1 mod NN vagy pedig van olyan utols
u;, amelyre u; =1 mod N NEM teljesiil és u; 11 = uf =1 mod N. De ha N prim, akkor az 22 = 1
mod N egyenlet megoldasa az x = +1, ezért szitkségképpen u; = —1 mod N, ami azt jelenti, hogy
N-et valosziniileg prim-nek deklaraltuk.

Amennyiben N Osszetett szam, akkor az a véletlenszaimok halmazéanak felével ezt az eredményt kap-
juk. Ehhez tegyiik fel, hogy N = pips...p,, és vegyiink egy a mod N értéket véletlenszerlien. A
kinai maradéktétel szerint ez ugyanaz, mintha az a; mod p;,az mod ps,...,a, mod p, értékeket
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valasztottuk volna véletlenszertien. Ahhoz, hogy az v; mod N értéke ne legyen egyenlé —1-gyel,
annak kell teljesiilnie, hogy

u; = —1 (mod py)
u; = —1 (mod p9)
uj = —1 (mod p,)

Ha N egy Carmichael szdm, akkor az algoritmus legaldbb 1/2 valészintiséggel meg is adja N osztojat.
Ha a hiba val6szintiségét e ald akarjuk csokkenteni, akkor log, ¢ ~!-szer kell végrehajtani. Ha mindig
azt a valaszt kapjuk, hogy ’valosziniileg prim’, akkor N prim.

Példa. Teszteljiik le, hogy 97 valészini primszdm-e. Ehhez a kovetkezd 1€péseket kell elvégezni:
1. 1: Keressiik meg d és s értékeket, amelyre 96 = d - 2% alakd, ahol d paratlan szam.

» Kezdjiik s = 0 értékkel, ekkor d = 96.
* Noveljiik s értékét. Ekkor d = 3 és s = 5 ezért 96 = 3 - 2°

2. Valasszuk a értéket (1 < a < 97 — 1). Most az a = 2 vélasztassal dolgozunk.

3. Szamitsuk ki a? (mod n) értékét, azaz 23 (mod 97) értékét. Mivel ez nem kongruens 1 (mod 97)
folytatjuk a tesztet a kovetkezd feltétel ellendrzésével.

4. Szamitsuk ki 22" (mod 97) értékét (0 < r < s). Amennyiben ez kongruens 96 (mod 97),
akkor 97 valdszin prim. Egyébként 97 biztosan Osszetett.
er=0: 23=8 (mod 97)
er=1: 20=64 (mod 97)
o r=2: 22=22 (mod 97)
e r=3: 222=96 (mod 97)

Kaptuk, hogy 97 valészini prim.

6.5. Mersenne primek

6.5.1. Tétel. Ha 2P — 1 prim, akkor p prim.

A bizonyitast konny meggondolni, ugyanis 2"“¥ — 1 oszthat6 2* — 1-gyel. Ez abbdl adédik, hogy ha
p Osszetett, akkor 27 — 1 =2 — 1 = (2¥)" — 1V = (2* — 1)(...).
Mersenne 1644-ben a kovetkezét allitotta: 2P — 1 primszam, ha

p=2,3,5713,17,19,31,67,127, 257

és minden mas p < 257-re Osszetett.

Ez az allitas sok matematikus érdekl&dését keltette fol, igy példaul Euler 1772-ben megmutatta, hogy
231 1 prim, ezzel megcafolta Mersenne éllitasat. Lucas sz4z évvel késSbb bebizonyitotta, hogy 2127 —1
prim, de 267 — 1 nem az. Powers 1911-ben bdvitette a listat: 289 — 1 prim, 2197 — 1 prim, amellyel tehat
tijabb Mersenne primeket taldlt. Ezutdn Kraichik 1922-ben megmutatta, hogy 2257 —1 6sszetett, amellyel
tehat Mersenne utols6 szamardl mutatta meg az eredeti sejtés hamissagat.

Béar a szamit6gépek haszndlatdval sokkal hatékonyabbak lehetiink, azéta sem taléltak sokkal tobb
Mersenne primet.
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s 2016.janudr: 49. Mersenne prim: 274207:281 _ 1,

* 2017. december 26: 50. Mersenne prim: 277232917 _ 1 amely a jegyzet frdsdnak idGpontjaban
egyben a legnagyobb ismert primszdm, nagyjabdl 23 milli6 szdmjeggyel.

Megjegyezziik, hogy 1997 6ta az dsszes Mersenne primet a GIMPS projekt (Great Internet Mersenne
Prime Search) nevti, teljesen elosztott szamitégépes rendszerrel keresik.

6.6. AKS algoritmus

Az AKS algoritmus a szerz6kr6l, harom indiai matematikusrdl (Manindra Agrawal, Neeraj Kayal és
Nitin Saxena) lett elnevezve. A 2002-es publikiciéjuk cime eldrulja a 1ényeget, '’PRIME is in P’.
Ez az els6 olyan eljards, amely determinisztikus, futdsi ideje polinomidlis és nem alapszik semmilyen
hipotézisre. A kovetkezd, egyébként régdta ismert azonossadgra épiil.

6.6.1. Tétel. Az n egész szdm akkor és csakis akkor prim, ha Inko(a,n) = 1 és
(x+a)"=(z"+a) (modn)
ahol a maradékos osztdst a polinom egyiitthatoin kell elvégezni.

Ez 1ényegében a Fermat kis tételének dltaldnositdsa (x = 0).

Példa. Igazoljuk, hogy az 5 primszam. Ekkor
(x4+1)% = 2° 4+ 52 + 1023 + 102% + 52 + 1= (> +1) (mod 5),

a polinom minden egyiitthatdjanak 5-tel val6 osztdsi maradéka 0, kivéve az els6 és utolsé egyiitthatokat.

Az algoritmus részletes targyaldsa tilmutat a jegyzet keretein, azonban a kapcsol6dé Wikipédia olda-
lon http://en.wikipedia.org/wiki/AKS_primality_test taldlhatunk egy sz€p illuszt-
réciot is az algoritmus futdsdra.

6.7. Nagyméretii primszamok generalasa

Valésziniileg primszamok generalasa Az algoritmus bemenete egy k pozitiv egész szam és ¢ egy biz-
tonsagi paraméter, kimenete pedig egy k hosszisagu, 10-es alapti szdmrendszerbeli valdszintileg prim-
szdm. Az algoritmus végrehajtdsahoz felhasznaljuk a Miller-Rabin teszt eljarast.

p = rand (10" ( ) ;
if (p mod 2 = 1;

while (true) {

if (miller_rabin(p, t) = 1) return p;

p=p+ 2;

k-1), 107k

) (
0) p=p+

Erés primszamok generalasa Egy p primszamot erds primnek neveziink, ha léteznek az r, s, q egész
szdmok a kovetkezd tulajdonsagokkal:

* p — 1-nek van egy nagy primtényezgje, jeloljiik ezt r-rel,

* p + 1-nek van egy nagy primtényezdje, jeloljik ezt s-sel,
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* & r — 1 -nek van egy nagy primtényezdje, jeloljiik ezt g-val.

A kovetkez6 eljards haszndlja az imént ismertetett primszdm generétort, amelyre random_prim
fliggvényként hivatkozunk a kédban. A bemenet itt is egy k pozitiv egész szam és ¢ biztonsagi paraméter,
a kimenet pedig egy k hosszusagu, 10-es szamrendszerbeli erés primszam.

k1l = floor(k/2); // alsd egészrész
g = random_prim(kl, t);
i =1;
while (true) {
r =2 %1% g+ 1;
if (miller_rabin(r, t) == 1) break;
i++;
}
s = random_prim(kl, t);
mh = mod(power (s,r-2), r); // moduldris hatvanyozdssal szamitva!
pO0O = 2 * s » mh - 1;
J =1
while (true) {
p=p0 + 2 % J x r * s;
if (miller_rabin(p, t)==1) return p;
Jt+;

6.8. Feladatok

1. A levdghato prim olyan primszam, amelynek a szdmjegyeit levdgva rendre primszdmokat ka-
punk. Példaul a 9137 primszam egy balrdl levaghat6 prim, hiszen 137, 37 és 7 mind primszamok.
Ugyanakkor a 7393 primszdm egy jobbrdl levdghat6 prim, mert 739, 73, 7 is mind primszamok.
Osszesen 4260 balrdl levighaté- és 83 jobbrdl levdghaté primszamot ismeriink. Feladatunk, hogy
irjunk egy eljarast levdghat6 primek keresésére.

2. Egy primszamot mirp-nek nevezziik, ha visszafelé olvasva egy mésik primszamot ad. frjunk elji-
rést, amely mirpeket keres.

3. Jelolje p,, az n-edik primszamot. Ekkor p,# primoridlist az elsé n darab primszam szorzataként
definidljuk:

n
i=1

ahol tehat p; az ¢-edik primszam.

A primoridlisprim egy olyan primszadm, amely p,# =+ 1 alakban felirhat6. Az eddig ismert leg-
nagyobb primoridlprim a 10981334 — 1 (n = 85586), amelynek 476.311 szamjegye van. Irjunk
eljarast, amely primoridlisprimeket keres.

4. A primhézag két egymds utini primszam kiilénbsége, melynek jeldlése: g, = pn+1 — pn. Bizo-
nyitsuk be, hogy

n
Pnt1 =2+ Zgi-
i—1
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5. Az Ulam spirdl a primszdmok furcsa mintizatit mutaté megjelenités. Az aldbbi 4bra bal olda-
lan az egész szamok spridlis elrendezését latjuk, mig a jobb oldalon pedig ebben a sorozatban a
primszdmokat tartalmazza':

37—36—35—34—33—32-31 @36—35—34—33—32

3 17—16-15-14-13 30 38 @16—15—14@ 30
39 18 5— 4— 3 12 29 39 18 (5} 4—3) 12
LT ] |

4(|) 1? e|3 1— 2 1|1 2£|; 40 @ 6 1— 26|3
41 20 7— 8— 9—10 27 (a1) 20 @ 8— 9—10 27

| | |
42 21—22—23—24—25—26 42 21—22—@—24—25—26

4|3—44—45—46—47—48—49. .. 44—45—4648—49. ..

Készitsiink szamitogépes implementaciét az Ulam spridl nagyfelbontasu kirajzoldsara.

forrds: https://hu.wikipedia.org/wiki/Ulam-spirial
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7. fejezet

Primfaktorizalas

Ebben a fejezetben az aldbbi fontos tételbdl indulunk ki.

7.0.1. Tétel (Szamelmélet alaptétele). Minden pozitiv egész n egyértelmiien irhaté

n=pi-p2-... P, PL=pP2< ... <Py,
alakban, ahol mindegyik p;. primszdm.
Ez alapjan a kovetkez feladatokat vizsgaljuk:
(1) meghatarozni p;-t, a legnagyobb primtényezét,
(i) meghatdrozni t értékét, azaz a primtényezdk szamat,

(iii) megtaldlni a fenti folbontast.

7.1. Legnagyobb primtényezo

Foglalkozzunk el6szor réviden az elsé kérdéssel: mekkora szokott p; lenni?

Karl Dickman, 1930: mi annak a valdészintisége, hogy egy 1 és x kozotti véletlenszdm legnagyobb
primosztéja < x“? Azt taldlta, hogy © — oo esetén ez a valdszinliség az F'(«) hatareloszlashoz tart,
ahol

F(a):/an<1it>it, O<a<l) F(a)=1haa>l.

Ha 1/2 < a < 1, akkor ez a formula az

! 1\ dt Lat
(@) /a <1t>t /a ;o tne

alakra egyszeriisodik. Igy példdul o« = 1/2-re kapjuk, hogy 1 — F(1/2) = In2, vagyis durvin 69
szédzalék annak a valdszintisége, hogy egy x-nél kisebb véletlen egész szam oszthaté egy /x-nél na-
gyobb primmel! Illusztricidként a https://en.wikipedia.org/wiki/Table_of_prime_
factors#901_to_1000 wikipedia oldalt (amely a 900 és 1000 kozotti szamok primfelbontédsat tar-
talmazza) atbongészve azt taldljuk, hogy csak ezen 100 szdm kozott nagyon sok van olyan, aminek a
legnagyobb primtényezdje /1000 = 31.623 értéknél nagyobb.
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7.2. Primtényezok szama

Intenziven vizsgéltdk ¢ értékét is, az 6sszes primosztok szdmét.

Nyilvan 1 < t < logyn, ezeket a korldtokat azonban csak ritkdn éri el. Megmutathatd, hogy ha
n-et véletleniil valasztjuk 1 és = kozott, akkor barmely rogzitett c-re, annak a valdszinlisége, hogy ¢ <

Inlnz +c¢vinlnz, a

1 ¢ 2
—u /2d
e u
V 27 /;oo

értékhez tart, ha © — oo. Mas szavakkal: ¢ Iényegében normalis eloszlasu.

7.3. Primfelbontas

Jelen ismereteink szerint ezek nehezebb feladatok, mint a primteszt. Tehat az egy megoldatlan probléma,
hogy vajon 1étezik-e polinomidlis idej{i algoritmus a primfelbontdsra

7.3.1. Probalgatasos osztas

Osszuk és bontsuk tényezdkre: vagyis osszuk el n-et a
p=2,3,57,11,13,17,19,23,25,29,31, 35, ...
szamokkal (prébaosztékkal) mindaddig, amig eljutunk az
n modp=20

esetig. Ekkor p az n legkisebb primosztdja, és az eljarast folytatjuk az n = n/p-vel.
A fenti sorozatban az elsd harom tag utdn felvaltva mindig 2-vel illetve 4-gyel noveliink.
Ha azt taldljuk, hogy

n modp#0 é |n/p] <p (7.1)
akkor n primszam. Ennek belatasahoz tegyiik fel, hogy n 0sszetett, mégis teljesiil (7.1). Akkor

nzp%

)

ahol p; az n els6 primtényezdje. Ugyanakkor p; > p miatt!

piz@+1)?>plp+1) > p’+(n modp)

= |n/plp+ (n modp)=n.

Az els6 egyenlStlenség azért teljesiil, mert p; — p > 1. A médsodik egyenl6tlenség trividlis. A harmadik
ap > n mod p miatt teljesiil. A negyedik a p > |n/p| tulajdonsdgon alapszik, ami a (7.1) feltételek
egyike, amikrdl feltettiik, hogy teljesiilnek. Végiil, n = kp + r alakd, ahol r = n mod pés |n/p|p =
kp.

'ott még nem tart az algoritmus a p értékekkel, hogy elérje a p1 értékét, hiszen az (7.1) feltétel szerint a p NEM osztja n-et,
viszont tudjuk, hogy p1 osztja n-et
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Példa. Legyenn = 25852. Azonnal adédik, hogy n = 2-12926, igy p1 = 2. Ezutdn 12926 = 2-6463,
tehdt po = 2. Most n = 6463 nem oszthatd 2,3, 5, ...,19 egyikével sem, viszont n = 23 - 281, tehat
p3 = 23. Végiil 281 = 12 - 23 4 5 és 12 < 23, vagyis ps = 281.

Az n = 25852 primtényezbinek meghatarozasahoz 6sszesen 12 osztasi miiveletre volt sziikségiink Ha
a 25849 szdmot prébaltuk volna félbontani (ami egyébként primszdm), akkor legaldbb 38 osztast kellett
volna elvégezniink. Ez taldn jol illusztralja, hogy az algoritmus futdsi ideje kb. max(p;—1, /pr)-vel
ardnyos. Ha n kicsi, akkor érdemesebb tabldzatbdl kinézni. Péld4ul, ha n kisebb, mint egymillid, akkor
csak az ezer alatti 168 darab primet kell haszndljunk (ugyanis elég a prébaosztdst y/n-ig elvégezni).

Beiktathatunk egy primtesztet is (14sd el6z6 fejezet), ez dltaldban gyorsit. Ilyenkor a futési id6 ardnyos
pi—1-gyel, ami tehat n masodik legnagyobb primtényezdje.

A Prébélgatdsos osztds algoritmus dltaldban taldl néhdny apré primtényez6t, majd hosszira nyidlé
kutatdsba kezd a fennmaradé nagyok utdn. Han = (252! —1) - (2507 — 1) és faktorizdland6 a 10n, akkor
a 2 -5 - n felbontdst hamar megtaldlja, de utdna nagyon sokdig eredményteleniil keresgél.

Primek szama adott korlatig. Legyen () az z-ig terjed6 primek szdma tehat 7(2) = 1, 7(10) =
stb.
Charles de la Vellée Poussin 1899-ben a kovetkez6t allitotta:

Baadl e~ AViogz
/ lnt+o )

alkalmas A > 0-val.
Bernhard Riemann sejtése 1859-bdl:

1

w(z) = L(z) — %L(xl/Q) e

ahol L(x f; 11 dt. Ezt a sejtést Littlewood 1914-ben megcafolta: megmutatta, hogy alkalmas C
pozitiv konstanssal

m(z) > L(z) + Cy/x - logloglog z/ log x

teljesiil végtelen sok x-re.
Ezek az eredmények mind azt jelzik, hogy a primszamok rejtélyes valamik, eloszldsuk megismerésé-
hez nagyon mély matematikai elméletekre van sziikség.

7.3.2. Pollard-féle Monte Carlo modszer

Nézziink akkor most egy médszert, amely valészinliségi alapon keresi egy Osszetett szam primtényezds
felbontdsat.

Az algoritmus az aldbbi észrevételen alapszik. Ahhoz, hogy két szdm, x €s y, kongruens modulo p
legyen 0, 5 valészintiséggel,

1177 - \/p

szamot kell véletlenszertien kivélasztani’.
Legyen z = y (mod p). Ha p az n egész primfaktora, akkor

p <Inko(z —y,n) <n

mivel p osztéja az (x — y)-nak® és n-nek egyarant. Egy val6szintiségi médszert mutatunk.

2Ez ugyanaz, mint a sziiletésnap probléma: mekkora hazibulit kell rendezniink ahhoz, hogy legaldbb 0, 5 val6szintiséggel
legyen két azonos sziiletésnapui vendégiink? Meglepd valasz: 23 ember elég.
*hiszen a feltevésbdl kovetkezik, hogy = — y = 0 (mod p)
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Feltételezve, hogy a p primszdm osztéja n-nek, ezért az xg, x1, 2, . . . sorozatban, ahol z; = f(x;_1)
és f : Zy, — 7y, ismétlédéseket fogunk taldlni, azaz bizonyos k értékre

rop = (mod p)

Természetesen p-t nem ismerjiik, ezért a modulo n szerinti maradékos osztast vizsgaljuk, Tehat most
f : Z, — 7Z, alaki, hiszen csak n-et ismerjik, csak ezt a fiiggvényt tudjuk legyartani. Ilyenkor is
kapunk ismétlédést az f dltal generdlt sorozatban, és bar ezek nem ugyanazok a szimok, mint amit a
mod p-vel szdmolt fiiggvénnyel kapnénk, de attél még hivjuk 8ket zi-nak és xor-nak. Azt biztosan
tudjuk, hogy z; — w9 killonbséget a p osztja. Tehat bar a p értékét tovabbra sem tudjuk, de foltettiik,
hogy p|n.

Amennyiben

1 < d = Inko(zy — o, n) < n

teljesiil, akkor d egy nem trividlis osztdja n-nek.

Azt szeretnénk elérni, hogy az z, 1, ... sorozat mutasson valami véletlenszerliséget. Ez az f(x)
polinom vélasztasan milik. Az f(x) = ax + b bizonyitottan nem j6. A kovetkezd legegyszeriibb
eset: f(x) = 2 + 1 Azt nem tudjuk, hogy ez a fiiggvény elég véletlen-e, ugyanakkor csak (p + 1)/2

kiilonboz6 értéket vesz f6l mod p, ami j6 tulajdonsag
A médszer pszeudokddja az alébbi:

1: a=2; b=2;

2: while (true) {

3: a=(a*xa+1l) modn; // f(x) = x"2 + 1 (mod n)
4: b= (b b+ 1) mod n;

5: b= (b b + 1) mod n; // x = £(f(x))

6: d = lnko(a-b, n);

7: if (1 < d && d < n) return d;

8: if (d == n) return n; // kudarc

9: }

A 4. és 5. sorok egyiitt biztositjdk, hogy a b sorozat kétszer gyorsabban megy, mint az a. Ha Inko(a —
b,n) = 1, akkor folytatédik a ciklus.

A tapasztalat azt mutatja, hogy nagyobb n-ekre elég jol miikodik, kicsi n-re nem érdemes hasznélni.
Hivjak p mddszernek is, a ciklikussag miatt. Ennek magyarazatdhoz 14sd a 7.1. dbrét, ahol a x; mod p
sorozat 1épéseit mutatjuk be.

ST |
/ L N \
/
/ \

X \
k+2+ j+l xm
\ /
k1@ 7 //

v
X ‘\ oo
k \ XJ 1=— j-2

7.1. abra. Pollard faktorizacios eljarast p-médszernek is nevezziik.
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Ha a médszer kudarcot vall, akkor kiprébdlhatjuk az f(x) = 22 + c fiiggvényt is, ilyenkor a ¢ #

0,1,-2.

Ezzel az algoritmussal faktorizaltdk a 8. Fermat szamot. Ezek az F}, = 22" + 1, alakd egészek, amely
n = § esetben Osszetett szdmot ad. Az n = 8-ra azért mikodott hatékonyan, mert az Fg két primszam
szorzata: pipo, €s p1 = 12389263661552897 sokkal kisebb, mint ps.
Rendkiviil érdekes tény, hogy csak n = 1, 2, 3, 4-re tudjuk, hogy F}, primszdm.

Példa. Faktorizaljuk az n = 1387 = 19 - 73 szamot. Legyen x¢ = 0 és haszndljuk az y; = xo; — x;

mod 1387 fiiggvényt.

) ZT; T Yi lnko(yi, 1387)
1 2 1 1 1

2 2 26 24 1

3 5 620 615 1

4 26 582 556 1

5 677 829 152 19

Az 6todik 1épés végén a 19 primtényez6t meghatdroztuk.

7.3.3. Fermat-faktorizacio

A Fermat-faktorizacié a kovetkezd megfigyelésen alapszik. TetszSleges paratlan szam felirhatd két
négyzetszam kiilonbségeként, azaz n = a? — b%. Az algoritmus pszeudokdédja az aldbbi.

Bemenet: n paratlan szdm

a = ceil(sqgrt(n)); // felsd egészrész
b =a * a - n;
while (not negyzetszam(bl)) {

at++

b=a*a-n

}

return a + sqgrt (b);

Lathatjuk, hogy az algoritmus szisztematikusan keres olyan a és b értékeket, amelyre n = a? — b.
A Fermat-faktorizaci6 jol miikodik, ha n két azonos nagysagrendii osztoval rendelkezik.
Négyzetszdmok meghatdrozaséra az aldbbi karakterizaciot haszndlhatjuk: az utolsé két jegyiik

alakd, ahol s péros és t paratlan.

00, s1, s4, 25, t6, 59

Példa. Legyenn = 517. Az algoritmus az alabbi 1épéseket hajtja végre.

al bl megjegyzés

23 12 ceil(v/517) =23

24 59

25 108

26 159

27 212

28 267

29 324 | 324 = 18- 18, négyzetszam

Az algoritmus itt a 20+18 = 47 visszatérési értékkel ledll, azaz 517 = 292 —182 = (29—-18)(29+18) =

11 -47.
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7.3.4. Euler-faktorizacio

Az Euler mddszer alapja, hogy megkeresse az adott szdmot két négyzetszdm Osszegeként kifejezve,
mégpedig azt két kiilonboz&képpen megadva. Példaul az 1000009 felirhat6 10002+ 32 vagy 9722 + 2352
alakban, ahonnan Euler médszere az 1000009 = 293 - 3413 felbontast adja.

A médszer a Fermat-faktorizacional altalaban gyorsabb, ha a faktorok nincsennek kozel egymashoz.
Ugyanakkor fontos megjegyezniink, hogy amennyiben valamelyik primfaktor 4k + 3 alaku, akkor a
moédszer nem miikodik.

Legyen tehdt n = a® + b = ¢? + d? alak ismert, ebb&l n-et két négyzet-6sszeg szorzataként adjuk
meg. Elészor

a> - =d> -
ahonnan kapjuk, hogy
(a—c)(a+c)=(d—=Db)(d+D) (7.2)

Legyen most k = Inko(a— ¢, d—b) és h = Inko(a+ ¢, d+b) azaz 1éteznek olyan [, m, I', m’ konstansok,
amelyre

(a—c)=kl, (d—0b)=km, éslnko(l,m)=1,

valamint
(a+c)=hm/, (d+b)=hl, éslnko(l',m) =1.

Ezeket behelyettesitve az (7.2) képletbe kapjuk, hogy
klhm' = kmhl’

A koz0s tagokat kiejtve adédik, hogy

Im' =U'm

Hasznéljuk ki, hogy (I, m) és (I, m') relativ primekbdl 4ll6 parok, tehat

Innen
(a—c)=Fkl, (d=b)=km, (a+c)=hm, (d+0b)=hl.

Lithatjuk, hogy Inko(a + ¢,d — b) és | = Inko(a — ¢, d + b). A Bahmagupta—Fibonacci azonosségot*
alkalmazva kapjuk, hogy
(K +1?) (> +m?) = (kl+hm)?®+ (km — hl)?

(
= ((a=c)+(@+¢)*+ (d=b) — (d+1b))”
(2a)* + (20)

= 4n.

Mivel minden faktor két négyzetszdm Osszege, ezért az egyikilkk piros szdmpdrokat tartalmaz: vagy
(k, h) vagy pedig (I, m). Tegyiik fel, hogy a (k, h) pdros. A faktorizacié eredménye ekkor

= ()¢ () ) e

*(a® +0*) (¢ +d°) = (ac — bd)? 4 (ad + be)® = (ac + bd)* + (ad — be)?
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7.4. Faktorizalé algoritmusokrol
A primfaktorizal6 eljardsokat alapvetden két kategdridba szokds sorolni.

* A specialis célu kategéridba azok az algoritmusok tartoznak, amelyeknek a futdsi ideje a fakto-
rizdland6 egész valamelyik primtényezdjének tulajdonsdgatdl (mérete, specidlis alakja, stb) fiigg.
A tényleges futdsi id6 algoritmusonként dltaldban kiilonbozd. Ebbe a kategéridba tartoznak azok
is tehat, amelyek a legkisebb primfaktor méretétdl fiiggd futdsi idével rendelkeznek:

a 7.3.1. szakaszban targyalt probédlgatdsos modszer,

a 7.3.2. szakaszban targyalt Pollard-féle p-mddszer,

a 7.3.3. szakaszban targyalt Fermat-mddszer,

valamint a 7.3.4. szakaszban targyalt Euler-faktoriz4cio.
Megjegyezziik, hogy természetesen tovabbi eljardsok is 1éteznek.

* Az altaldnos céld kategéridba azok az algoritmusok tartoznak, amelyek futdsi ideje a faktorizdlan-

dé egész méretétdl fiigg. Ilyen algoritmus példdul a Dixon eljards, amely a kovetkezd Gtleten
alapszik. Mint azt lattuk, a Fermat-faktorizaciéban olyan a és b egészeket keresiink, amely-
re n = a? — b2 Dixon eljardsdban elég olyan szdmpart taldlni, amelyre a®> = b?( mod n)
Példdul az n = 84923 esetében a keresést 292-nél kezdve (ez az els6 olyan szdm, amely +/n-
nél nagyobb) taldljuk, hogy 5052 mod 84923 = 256, amely pontosan a 16 négyzete. Ezért
(505 — 16)(505 4+ 16) = 0 mod 84923. Ha kiszdmitjuk az n és 505 — 16 legnagyobb kozds
osztéjat, akkor kapjuk, hogy az 163, amely az n egyik primfaktora.
Az algoritmusban hasznalunk egy alkalmas B korlatot, amelynek vélasztdsa alapvetSen tetszdle-
ges, ugyanakkor tdl kicsi korldt esetén csokken annak a valészinlisége, hogy nemtrividlis prim-
faktort taldljuk, mig tdl nagy korlat esetén nagyon sokaig fut az eljards, mert tdl sok ellendrzést
kell elvégezni. Példaul 292 darab olyan négyzetszam van, amely kisebb, mint 84923, ebbdl 662
dabab 84923-nél kisebb olyan van, amelynek primfaktorai a 2, 3,5 vagy 7 primszamok, és 4767
darab szam van, amelynek primfaktorai 30-ndl kisebbek. Az 4ltaldnos fogalom itt a B-sima szam,
amelyre teljesiil, hogy egyik primfaktora sem nagyobb, mint B.

Megemlitjiik még, hogy a kvantumszamitégépekre is késziilt egy faktorizal6 eljards, amely Shor-
algoritmus néven ismert.

7.5. Tovabbi megjegyzések

7.5.1. Szemiprimek

Adott szdmjegyd szamok koziil nem mindegyiknek ugyanolyan nehéz a primfaktorizdlasa. Ezek koziil
kiilonosen fontos halmazt alkotnak a szemiprimek, amelyek az n = pq alaki egészek, ahol p és ¢
prim. Més néven ezek az RSA szdmok, a jelenleg ismert eljarasoknak ezek a legnehezebben felbonthaté
szamok.

Az ’RSA factoring challenge’ egy 1991-2007 kozott zajlo, pénzdijas verseny volt, amelyben megadott
Osszetett szdmok szemiprim felbontdsat kellett megkeresni. Bér a verseny mér nem aktiv, a keresés
nem allt le. A legnagyobb kihivds az RSA-2048, amelynek 617 decimadlis szamjegye van (2.048 bit),
egyeldre sikertelen a felbontds megtaldlasa. A legnagyobb sikeresen faktorizalt RSA szdm 232 decimalis
szamjegyt (768 bit), ezt 2009-ben talaltdk meg.
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7.5.2. Ikerprimek

Az ikerprimek azok a prim szdmpérok, amelyeknél a primhézag pontosan 2. Bar nagyméretli primek
esetén a primhézag éltaldban egyre nagyobb, a mai napig nyitott kérdés, hogy vajon végtelen sok iker-
primszdm van-e.

7.6.

1.

5.

6.

Feladatok

Legyenek m és n relativ primek. Faktorizdlds nélkiil mutassuk meg, hogy m|N és n|N fennélla-
sabdl kovetkezik, hogy mn|N. Faktorizédlds felhasznédldsdaval konnyebb a bizonyitas?

Egy természetes szamot k-majdnem primszamnak neveziink, ha pontosan k darab primfaktora
van. [rjunk eljarast, amely ilyen szdmokat keres adott k értékre.

. Legyen ¢(n) azon egészek szdma, amelyek relativ primek n-hez (Euler-fiiggvény). Mutassuk

meg, hogy pozitiv n egészre

n= Y ¢(d)

dn,d>0

teljesiil.

A Lucas-Lehmer teszt a 6.5. szakaszban targyalt Mersenne primek keresésére szolgdl. A teszt a
kovetkez6. Legyen p pératlan prim. A 2P — 1 Mersenne szdm akkor és csak akkor primszam, ha
2P — 1 osztja S(p — 1)-et, ahol

(S(n)2 -2 han >0, és

Sn+1)=
4 han = 0.

[rjunk programot, amely a beépitett tipusok felhasznaldsdval kiszdmitja a Mersenne primeket.
Legfeljebb a 47. ilyen primig menjiink el.

[rjunk hatékony Mersenne szam faktorizaciGs eljarast.

Készitsiik el a 7.3.4. szakaszban targyalt Euler-faktorizacié implementacidjat.
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8. fejezet

Titkositas, véletlenszamok

8.1. Titkositas

A feladat, amivel ebben a részben foglalkozunk a kdvetkez6képpen fogalmazhaté meg. B egy iizenetet
akar kiildeni A-nak dgy, hogy C, aki hallgatézik, ne értse az iizenetet. A rendelkezik egy kulccsal, ami
a rejtjelezést megfejti.

8.1.1. Cézar-rejtjel

Az otlet rendkiviil egyszer(i: toljuk el az 4bécé karaktereit k 1épéssel, természetesen cirkuldrisan. Az
k = 4 eltolast a 8.1. 4bra illusztrélja.

[A[B]c[o]E[F]

[a[B[c[o[E[F]

8.1. abra. Cézar-rejtjelezés k = 4 eltolassal. Forras: Wikipédia.

8.1.2. One-time pad

Arra a kérdésre ad igen vélaszt, hogy 1étezik-e tokéletes titkositdsi eljdrds, azaz olyan eljards, melyben a
titkositott szoveg ismerete alapjan semmiféle informaciét nem lehet megtudni a nyilt széveg tartalmarol.
A médszer a kovetkezd: legyen az iizenet n hosszisagui egy k dbécé felett. A kulcs is n hosszisagu,
amelyet betlinként hozzdadunk mod k.
A mddszer nagyon biztonsdgos, de a kulcs tdl hosszi, amennyiben az iizenet is hossz.

Példa. Tegyiik fel, hogy 26 elem( az abécénk €és a kulcsunk az XMCKL karaktersorozat. Elkiildendd
sz6: HELLO. Az iizenet titkositdsanak 1é€péseit a 8.1. tdbldzat mutatja, mig a visszafejtését pedig a
8.2. tablazat.

A kulcsok eléallitdsdhoz hasznalhatunk (pszeudo-)véletlenszam generatort (1asd a 8.2. szakaszt ebben
a fejezetben). Amennyiben A és B ugyanazt a kiindulasi értéket (seed-et) haszndlja, akkor ugyanazt a
sorozatot kapjak. A mddszer jellemz§je, hogy mindkét félnél tehat ugyanaz a kulcs van. Az ilyen
protokollokat szimmetrikusnak nevezziik.

Ettd] kiilonbozik a kovetkezd szakaszban targyalt Diffie-Hellman protokoll (1976), amely nyilvanos
kulcsu titkositast tesz lehetdvé.
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8.1. tablazat. A HELLO tizenet titkositasa 26 elemi abécével és az XMCKL kulcs hasznalataval
H E L L O iizenet

7TH) 4@E 11@) 11(@L) 14(0O) iizenet
+ 23X) 12(M) 2(C) 10(K) 11(L) kulcs

30 16 13 21 25 iizenet + kulcs
= 4(E) 16(Q) 13(N) 21(V) 25(Z) iizenet + kulcs (mod 26)
E Q N A" Z titkositott sz6

7~ 2

8.2. tdblazat. A HELLO iizenet visszafejtése 26 elemi dbécével és az XMCKL kulcs hasznalatdval
E Q N \" V4 titkositott sz6
4(E) 16(Q) I13(N) 21(V) 25(Z) titokszo
- 23X) 12M) 2(C) 10(K) 11(L) kulcs

= -19 4 11 11 14 titoksz6 — kulcs
= 7(H) 4 (E) 11 (@ 11 (@) 14(0) titokszé — kulcs (mod 26)
H E L L O lizenet

Diffie-Hellman protokol

A protokoll két kiilon kulcsot haszndl, egyet a titkositashoz és egyet a megfejtéshez. Ez tehat aszimmet-
rikus protokoll. A mddszer illusztrdldsdhoz tekintsiik a kovetkezé példat.

Példa. Alice és Bob megegyeznek, hogy a p = 23 primszamot és a ¢ = 5 bdazist hasznéljak. Alice
valaszt egy titkos egé€sz szamot: a = 6, majd elkiildi Bob-nak az A = ¢ mod p értéket:

A=5 mod23, A=15625 mod23= A=S38.

Bob is vélaszt egy titkos egész szamot: b = 15, majd elkiildi Alice-nek a B = ¢ mod p értéket:

B =5 mod 23, B=30.517.578.125 mod 23 = B = 19.
Alice ezutan kiszdmolja az s = B* mod p értéket:

s=19%° mod 23, s=47.045.881 mod 23 = 5=2

Bob kiszdmolja az s = A® mod p értéket:

s =8 mod 23, s=35.184.372.088.832 mod 23 = s =2
Alice és Bob kozos titka tehdt s = 2.

Nyilvanval6, hogy ha valaki tudja a két személyes egészet (6-ot és 15-0t), akkor kiszamithatja s
értékét:

s = 551 mod 23

s = 5%% mod 23

s = 5% mod 23

s = 807.793.566.946.316.088.741.610.050.849.573.099.185.363.389.551.639.556.884.765.625 mod 23
s = 2

Vegyiik észre, hogy ebben a szdmoldsban a moduléris hatvdnyozdst haszndljuk, amelynek hatékony
kiszamitasat a 2.4. szakaszban targyaltuk.
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A protokoll alkalmazasanal természetesen sokkal nagyobb a, b €s p értékeket kell hasznalni. A példa-
ban a ¢ mod 23 miiveletnek csak 23 kiilonbozd eredménye lehet, ez egyszeriien végigprébalgathatd.

Azonban ha p legalabb 300 jegyid prim, a €s b pedig 100 jegy hosszd, akkor a megtalalasahoz az
osszes rendelkezésre 416 szamit6gép sem lenne elegendd, pedig ismerhetjiik: ¢, p, ¢® mod p és g°
mod p értékeit. Ezt diszkrét logaritmus problémanak nevezzilk, amit tehat véges ciklikus testek felett
értelmeziink.

Megjegyezziik, hogy egyébként g-nek nem kell nagynak lennie, sokszor elég a 2,3 vagy 5.

Diszkrét logaritmus. Legyen Z,, az egészek modulo m véges halmaz. A Z}, az invertdlhato elemek
halmaza, azaz olyan a € Z,,, amelyre létezik b € Z,,, igy, hogy

ab=1 (mod m).

Ezek egyébként azok az elemek, amelyre Inko(a, m) = 1. Az az eset az érdekes most, amikor m egy p
primszdm, ekkor Z;, = {1,2,...,p — 1}.

Egy g szamot generdtornak neveziink, haa g, g2, g%, ..., g?~' mod p tartalmazza az 6sszes 1,2, ... p—
1 szdmot. Minden p primhez létezik generdtor. Nagyon sok g generétor 1étezik, de ezek megtaldldsdra
nincs ismert determinisztikus polinomidlis idejii eljards. S6t, még annak a letesztelése, hogy egy adott
szam generdtor-e sem megoldott determinisztikus polinomidlis id6ben.

Példéul a p = 13 a Z;, generdtora a g = 2, ugyanakkor a g = 4 nem az.

Ezen definicidk felhasznalasaval a diszkrét logaritmus meghatarozasa a kovetkezd. Legyenek adottak
az y, g €s p szamok, ahol p prim és g a Z,, generdtora, keressiik meg azt az x-et, amelyre

xT

g*=y (mod p)

Ez lesz az y szdm g alapu diszkrét logaritmusa modulo p.

8.2. Véletlenszam generalas

Tekintsiik a kovetkezd, Java nyelven irt kédot:

public static void main(String ... args) {
System.out.println(randomString (-6225973)+’" '+
randomString (1598025)) ;
}

public static String randomString(int seed) {
Random rand = new Random(seed);
StringBuilder sb = new StringBuilder();
for (int i=0; i<5; 1i++)
sb.append((char) (‘a’ + rand.nextInt(26)));
return sb.toString();

}

Vajon mi lesz a kimenete?
A példa jol illusztrédlja azt a tényt, hogy bar latszélag egy olyan kédot mutattunk, amelynek kimene-
tét6l azt varjuk, hogy mutasson valami véletlenszer(iséget, az mégis teljesen determinisztikus.
8.2.1. Véletlenszamok eloallitasa kiils6 eszkozok felhasznalasaval
Tegyiik fel, hogy sziikségiink van egy véletlen szdmjegyre és ezt nem szamitégépen akarjuk elallitani.

Az alabbi médszerek koziil melyek alkalmasak erre? A kovetkez§ lista a [1] konyvbdl szarmazik:
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1. Kinyitunk taldlomra egy telefonkdnyvet és az elsé telefonszam egyes helyiértékii szamjegyét hasz-
naljuk.

2. Ugyanaz, mint az el6bb, de most az oldalszdm egyes helyiértéki jegyét tekintjiik.

3. Feldobunk egy szabdlyos ikozaédert, amelynek a 20 oldaldra rendre a 0,0,1,1,...,9,9 szdmok
vannak irva és a legfelsd lapon 1év6 szamot hasznéljuk.

4. Egy Geiger-Miiller-szamlalot egy percig radioaktiv sugdrzdsnak tesziink ki, és a szamlalé egyes
helyiértékdi szdmjegyét haszndljuk. Feltessziik, hogy a szdmlal6 tizes szdmrendszerben szdmlél
és eredeti tartalma nulla.

5. Répillantunk a karérankra. Ha a masodpercmutaté 6n és 6(n + 1) masodperc kozott 4ll, akkor az
n szamjegyet valasztjuk.

6. Megkérjiik egy baratunkat, hogy mondjon egy véletlen szdmjegyet.

7. Megkérjiik egy ellenségiinket, hogy mondjon egy szamjegyet véletlenszertien és ez a szamot hasz-
néljuk.

8. Tegyiik fel, hogy tiz 16 indul egy versenyen, és semmit sem tudunk a képességeikrdl. A lovakhoz
valamilyen médon hozzarendeljiikk a 0 — 9 szdmjegyeket és a gydztes 16 szadmat haszndljuk.

8.2.2. Neumann négyzetkozép

Neumann Jénos 1946-ban a kdvetkezd, négyzetkozép-modszernek nevezett eljarast javasolta. Induljuk ki
egy tetszbleges, lehetSleg sok szamjegyet tartalmazd szambol. Az utolsé szamot a sorozatban emeljiik
négyzetre és ennek a kozépsd jegyei alkossdk a kovetkezd szamot.
Ha tehat példdul 10 jegy(i szdmokra van sziikségiink, és az utols6 szam 5 772 156 649, akkor ennek
négyzete
33317792380594909201,

és igy a kovetkezd szam 7 923 805 949 lesz.

Sajnos a médszer nem igazén jo: dltaldban hamar periodikussa valik. A periodikussdg nem meglepd,
hiszen csak véges sok 10 jegy(i szdm van, és amint egy szdm megismétlodik, a sorozat periodikus lesz.
Az igazi kérdés az, hogy ez milyen hamar kovetkezik be. Sajnos a tapasztalat szerint a médszerben
altaldban par szaz 1€pés utdn a periodikussag bekovetkezik.

Vegyiik észre, hogy a mddszer ugy javasol véletlenszer(i sorozat gyartdsat, amelynek minden tagjit
egyértelmien meghatdrozza az elbtte levé. Ez 6nmagdban nem feltétleniil probléma, viszont az biztos,
hogy csak azzal az elvdrassal élhetiink, hogy 'nem véletlen, de annak ldtszik’ tipust sorozatot gyartunk.
Az alabbi két kovetelménynek kell eleget tenni az xg, x1, . . . x; sorozatnak:

(1) legyen (majdnem) egyenletes eloszlast, és

(i1) ne lehessen x;-t kitaldlni az x, . . . x;_1 ismeretével.

8.2.3. Linearis kongruenciak

Egyenletes eloszldsd, pszeudovéletlen szdmok generdldsa linedris kongruencidval az aldbbi itericién
alapszik:
ZTiy1 = azx;+c¢ (mod m)

A definiciébdl nyilvanvald, hogy a sorozat ciklikus lesz. Tapasztalat szerint a kovetkezSket tudjuk:

1. ac = 0 esetben a generalasi eljaras egy picit gyorsabb, viszont lecsokken a periddus hossza;
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2. az a = 1 eset elvethetd, olyankor nem kapunk véletlenszertien viselkedd sorozatot, az a = 0 még
rosszabb vélasztas;

3. valamint a leghosszabb (m 1épésti) periddus eléréséhez sziikséges és elegendd, hogy

* ¢ és m legyenek relativ primek

* b = a — 1 oszthat6 az m minden primfaktoraval

* b=a — 1a4tobbszorose, ha m is a 4 tobbszorose
* bnem 0.

4. A fentiek alapjan az m gyakran 232 vagy 264, mert akkor csak levagni kell a modulus szamitasa-
hoz.

”

Példa. Nézziink most egy latszélag jonak (eléggé szofisztikaltnak) tlind valasztast. Kérdés, hogy mi
annak a linedris kongruenciasorozatnak a periédushossza, amelyben a kovetkezd paraméter valasztassal
éltlink:

o = 9772156648, a = 3141592621
c = 2718281829, m = 10000000000

A vilasz, taldn nagy meglepetésre: 3.

RANDU. A RANDU eljarast még a 60-as években hasznaltak, amely a kovetkezd kongruencia soro-
zatot haszndlja:
Tip1 = 65539z; (mod 2°1)

A kiindulési érték xg paratlan szam kell, hogy legyen. A paraméterek valasztdsat a 32-bites sz6 hasz-
nélatat alkalmazo szamitégépek indokoltak, amelyeken a mod 23! miivelet hardveres szinten gyorsan
elvégezhetd. Azonban 65539 = 216 4 3 és

Tito = (21 + 3)z;1 = (219 4+ 3)%2;  (mod 23)
ha most kibontjuk a négyzetes tagot:
Tivo = (22 46-21 4+ 9)a; = (6-(2'° +3) —9)2; (mod 23!)

mivel 232 mod 23! = 0.
Ebbd] mér 1atszik, hogy
Tito = 6x;41 — 95

Ez 1ényegében megkérddjelezi az 6sszes 60-as években szdmitott (tudomanyos) eredményt, ahol ezt a
modszert hasznaltak.

Linearis kongruenciak a gyakorlatban A gyakorlatban tgy éllitunk el$ véletlenszamokat, hogy az
ZTnt1 = (axy, +¢) mod m

sorozatbdl indulunk ki, ahol az x-ek egészek; ezutin az u, = x,/m torteket hasznéljuk. Ekkor az
up,-ekre vonatkozoé rekurzio:
Upt+1 = (au, +c¢/m) mod 1.

Vegyiik figyelembe azonban, hogy az au,, szorzat olyan nagy, hogy a ¢/m akér nem is véltoztat rajta.
Tovabba a mod 1 is levaghat értékes jegyeket, ezért lebegépontos szamitasnal ekkor dupla pontossig
kell.
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8.2.4. Mersenne twister

A mddszert Matsumoto és Nishimura javasolt 1997-ben. Szintén linedris kongruencia mddszer, viszont
a periédusa 219937 — 1, amely egy Mersenne prim. A standard viltozat az MT19937 nevet viseli és
32-bites sz6hosszat hasznal. A 64-bites valtozat az MT19937-64, ami egy masik sorozatot gyart.

Az algoritmus sokkal gyorsabb, mint mas generdtorok; mégis: nem alkalmas titkositdsra, mert ele-
gendden sok tag megfigyelése utan kitaldlhaté a sorozat. Tovabbi hatrdnya még, hogy az inicializalasra
nagyon érzékeny, az elején esetleg nem is felel meg véletlen teszteknek.

Ezzel egyiitt szinte az 0sszes, széles korben hasznalt programozdsi nyelvben ez a standard eljards a
rand () fliggvényre.

8.2.5. Statisztikai probak

A statisztikai prébdk arra adnak lehetdséget, hogy matematikailag megalapozott médon eldontsiik egy
sorozatrol, hogy véletlenszert-e.

Csak emlités szintjén: a y2-proba diszkrét (nomindlis (vagy kategoridlis)) véltozok vizsgalatdra, a
Kolmogorov-Szmirnov-préba folytonos eset (amikor tehat a véletlen valds szamok végtelen sok értéket
vehetnek fel).

Diehard tesztek A teszt-sorozat egy alapvetésként szolgdl véletlenszertiség vizsgalatara. Roviden
ismertetjiik a felhaszndlt mdédszereket.

Sziiletésnap beosztds Valaszzunk véletlen pontokat egy nagy intervallumbdl. A pontok kozotti tdvol-
sdgok aszimptotikusan exponencidlis eloszldst kell, hogy kdvessenek. A teszt neve a kordbban
emlitett sziiletésnap paradoxonbdl jon.

Atlapol6 permutdcidk: Vizsgdljunk 5 egymds utani véletlenszam sorozatit. A 120 kiilonbozd sorba-
rendezés ugyanakkora valészintiséggel kellene, hogy el&forduljon.

Matrixok rangjai Vélaszzunk néhany bitet néhany szambdl, amelyek véletlenszamokbdl szarmaznak.
Ezekbdl képezziink {0, 1} feletti matrixokat. Szamoljuk Gssze a rangjaikat.

Majom teszt: Tekintsiik bitek egy sorozatat ’szavaknak’. Szamoljuk 6ssze az atlapold szavak szamat.
Azon szavak szama, amelyek nem fordulnak el egy adott eloszlast kell, hogy kovessenek. Az
elnevezés a végtelen majom problémabdl ered.

Szamoljuk Ossze az 1-eseket: Szdmoljuk Ossze az 1-es bitek szdmdt, majd ezt alakitsuk betlikké’.

Szamoljuk 6ssze az ot betlis *szavak’ el6forduldsdndnak szdmat.

Parkol6haz teszt: Helyezziink el véletlenszertien egységkoroket egy 100 x 100-as négyzetbe. Egy kor
akkor parkolt sikeresen, ha nincs dtfedése a mar eddig sikeresen parkolt korok egyikével sem.
12.000 prébélkozds utan a sikeresen parkolt korok szdma egy bizonyos normadlis eloszlast kell,
hogy kovessen.

Minimalis tdvolsag teszt: Helyezziink el 8000 pontot véletlenszertien egy 10000 x 10000-es négyzet-
be, majd szamitsuk ki a parok kozotti legrovidebb tdvolsdgot. Ennek a tdvolsdgnak a négyzete
exponencidlis eloszlast kell, hogy kdvessen egy adott dtlaggal.

Véletlen gombok teszt: Valaszzunk véletlenszertien 4000 pontot egy 1000 oldalhosszisagt kockabiil.
Helyezziink el gobmbdoket a kivédlasztott pontokra, amelyeknek a sugara a tobbi ponttdl mért tavol-
sdg minimuma legyen. A legkisebb gomb-térfogat exponencidlis eloszlast kell, hogy kdvessen.
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The squeeze test: Szorozzuk meg a 23!-et a (0, 1) intervallumbél véletleniil vdlasztott lebegépontos
szdmokkal addig, amig nem érjiik el az 1-et. Ismételjiik meg ezt 100000 alkalommal. Az 1
eléréséhez sziikséges probalkozasok szdma egy adott eloszlést kell, hogy kovessen.

Atlapol6 6sszegek teszt: Hozzunk létre a (0,1) intervallumbdl vélasztott véletlen lebegSpontos sza-
mokbdl egy hosszi sorozatot. Adjuk 6ssze 100 egymds utdn kovetkez6 elemet. Az 6sszegnek
normélis eloszldsunak kell lennie.

Run teszt: Hozzunk létre a (0, 1) intervallumbdl valasztott lebegGpontos szdmokbdl egy hosszi so-
rozatot. Szdmoljuk Ossze a novekvd és csokkend run'-ok szamat. Ezek egy adott eloszlast kell,
hogy kdvessenek.

Craps test Jatszunk le 200000 craps® fordulét, mikozben 6sszeszdmoljuk a nyeréseket és a dobasok
szdmat jatékonként. Minden ilyen 0sszeszdmlélds egy adott eloszlast kell, hogy kdvessen.

8.2.6. Tovabbi megjegyzések

A http://www.random.org/ honlapon véletlenszdmok sorozatét érhetjiik el. A szolgdltatds egy
része ingyenes. Az oldal {izemeltetSi szerint a megadott véletlenszam sorozatok atmoszférikus zaj ere-
detiiek, igy jobbak, mint a fentebb targyalt pszeudo véletlenszdm generatorok.

Ugyanitt érdemes atolvasni a http://www.random.org/analysis/ oldaltis, ahol a statisztikai
elemzésekrol taldlunk tovabbi érdekességeket, hivatkozasokat.

Az érdekl6ds olvasé figyelmébe ajanljuk tovabba a [1] konyv 3.5 szakaszat, amely a *Mit jelent az,
hogy véletlen sorozat?’ cimet viseli.

Végiil megemlitjiik, hogy a fentiekben 1ényegében egyenletes eloszlasi véletlenszamok elallitasa-
r6l volt sz6, azonban masfajta eloszldsra is sziikség lehet. Tovdbbd sok esetben véletlen permutéciot
(shuffle) vagy véletlen kombindaciét kell eldallitanunk - az ehhez hasznalt médszerek a mar megismert
eljarasok kiterjesztését kivanjak.

8.3. Feladatok

1. Amennyiben a hasznalt operaciés rendszeriink lehetévé teszi nem csak szoftveres alapt véletlen-
szdm generdlast, akkor frjuk olyan programot, amely ezt a hardveres alapd generédldst demonstral-
ja.

Példaként a UNIX rendszerekben elérhet6 /dev/random nevi fjlt lehet itt emliteni, amely
a rendszerben miikods eszkozmeghajtoktol gytjt zajt, és ezt hasznalja fol pszeudo-véletlenszam
generdldséra.

2. Feltéve, hogy adott egy eljaras, amely egyenletes eloszldssal véletlenszdmot generdl, {rjunk egy
olyan eljarast, amely adott atlaggal és szérassal normalis eloszlasu véletlenszdmokat general.

3. Cinkelés érme helyrehozatala. Amennyiben adott egy érménk, amely Py valdszintiséggel O (fej)
és P valoszinlséggel 1 (irds) értéket ad, ahol Py neq P, akkor annak a valdszintisége, hogy az 1
értéket 0 kovet Py - Py, mig annak, hogy a 0 értéket 1 kovet Fy - P;. Ez a két szorzat val6szintiség
mar megegyezik. Ezért a kiegyensulyozast ugy végezhetjiik el, hogy csak akkor adunk vissza 0
vagy 1 értéket, ha két egymads utani dobas eredménye kiilonbozd.

Ennek egy altalanositdsa a kovetkezd feladat. Irjunk egy eljarast, amely O vagy 1 értékkel tér

'Egy sorozat run értéke az a maximalis részsorozat, amely egymds utdn azonos értékeket tartalmaz. Példaul a 22 hosszi
sorozat: ’++++—+++—++++++—-" Osszesen hat darab run-t tartalmaz, ezek koziil 3 olyan van, amely "+’ jelet, a tobbi pedig
> jelet.

2a craps jatékot két kockdval jdsztdk, bévebben 1dsd https://hu.wikipedia.org/wiki/Craps
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vissza, de gy, hogy az 1 érték, atlagosan egyszer fordul el6 N hivasbol, ahol N € [3,6]. Ez-
utan irjunk egy madsik eljarast, amely az el6z6t haszndlja a véletlenszdm generéldsra, viszont azt
helyrehozza.

4. Generéljunk 100 darab véletlen (x, y) szampdrt egyenletes eloszldssal tigy, hogy azokra teljesiiljon

a
10 < Va2 492 <15

egyenlStlenség sorozat. Rajzoljuk ki a kapott (z,y) szdmpdrokat egy Descartes-féle koordinata
rendszerben.

5. Adott (n, e, d) RSA kulcsokkal irjunk RSA titkosité eljarast.

74



9. fejezet

Polinomok faktorizalasa

A polinomok gyokeinek egzisztencidjara vonatkozé tétel alapjan bebizonyithatd, hogy a komplex és
valds szamtestek folotti polinomok irreducibilis faktorizacidja 1étezik és egyértelmd.

2 o

Olyan polinomokat keresiink, amelyek a polinomgyfr{iben ugyanolyan szerepet jitszanak, mint az
egész szamok gytrdjében a primszdmok.

A polinomokat altaldban valamilyen test felett definidljuk (ahol az osztas elvégezhetd). Leggyakrab-
ban:

* raciondlis szdmok felett,
* valds vagy komplex szdmok felett,
* vagy mint a fejezetben bemutatott példaban is: egészek modulo p prim felett.
Kiilon jelent6ségli az egészek mod 2 feletti polinomoknak: ezek szdmos analégidt mutatnak a kettes

szamrendszerben kifejezett egészekkel. Azonban polinomokndl az egyiitthatok nincsennek kapcsolat-
ban, nincs dtvitel.

A test, ami folott a polinomokat tekintjiik, legrogzitése fontos lehet, mert péld4ul az 22 — 2 polinom az
egészek és a raciondlis szdmok felett irreducibilis, ugyanakkor felbonthaté a valds és komplex szdmok
felett:

22— 2= (z — V2)(z + V2).

Masik példa: az 22 4 1 a raciondlis és valés szdmok felett irreducibilis, ugyanakkor

22+ 1= (z—i)(x+1)

A kovetkezdkben ratériink a talan legfontosabb eset targyaldsdra, amely a véges testek feletti poli-
nomok faktorizdcidja. Az ide tartozé eljardsok a fordulnak el6 leggyakrabban az egyes szdmitogépes
algebrai rendszerekben. Néhany szemléletes példa erre az esetre (a Z,[x] jelentése: polinomok, ame-
lyeknek az egyiitthat6i a {0, ..., p — 1} halmaz elemei):

o aZs[r] esetén 2% — 4 = (x + 2)(x + 3)

e aZs[z]eseténa? +4 = (z +1)(z +4)
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9.1. Felbontas modulo p

A kovetkezdkben targyalt eljarast Berlekamp 1967-ben javasolta.

Legyen p primszam; a kdvetkezékben a polinomokkal mindenféle szamitist modulo p végziink. Te-
gyiik fel, hogy adott egy u(x) polinom, amelynek egyiitthatéi a {0,1,...,p — 1} halmazbdl valdk, és
feltehetjiik, hogy u(x) normalt. Célunk az, hogy u(x)-et

w(z) =pr(x)? ... pr()™
alakban fejezziik ki, ahol p; (), ..., p,(x) egymdstdl kiillonboz8, normélt irreducibilis polinomok.

El6készits 1€pés: eldontjiik, hogy e; > 1 valamely ¢ indexre. Ha
u(z) = upz™ + ... +ug = v(z)?w(z)
alakd, akkor a szokdsos médon, de modulo p, kifejezett derivaltjara
u'(z) = n-upe™ N ug = 20(2) (2)w(z) 4+ v(z) 2w (z),
ami tehat a v(x) tobbszorose. Ezért hatdrozzuk meg a
d(z) = Inko(u(z), v (x))

polinomot. Ha

* d(x) = 1: akkor u(z) négyzetmentes.

e d(z) # 1ésd(z) # u(x): akkor d az u valédi tényezdje

o d(z) # 1ésd(z) = u(x): akkor u/(x) = 0, és ebbdl kovetkezik, hogy x¥-nak az uy, egyiitthatéja
csak akkor nem 0, ha a k a p tobbszorose.
Ebbdl kovetkezik, hogy

u(z) = v(z") = (v(x))”

alakd, tehat ilyenkor val6jdban a v(z) irreducibilis tényezdit kell meghatérozni.

9.1.1. Allitss.
v(zP) = (v(x))P 9.1)

Bizonyitas. Ha vy (z) és ve(x) modulo p vett polinomok, akkor

(01(2) + va(2))P = Ul(x)p—i-(i))’ul(m)p1v2(x)+...

o+ <p f 1>111 (2)va ()P~ 1 + vy (z)P
= vi(z)P + ve(x)P,

hiszen a binomidlis egyiitthatok mind tobbszorosei a p-nek. Tovabba, a Fermat tétel szerint (amelyet a
6.3. szekcidban tanultunk) barmilyen a egész szdmra:

a? =a (mod p).

Ezért, ha v(z) = v, 2™ + ... + vp, akkor

v(z)P = (Vpx™)P 4 (V1™ P 4+ (vg)P
= 2™ 4 V2™ IP 4 4w
("),
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amivel a (9.1) Osszefiiggést bebizonyitottuk. |
Feltessziik tehét, az el6zGek alapjan, hogy u(x) négyzetmentes, keressiik az
u(z) =pi(x) ... pr(2)

alakot, ahol p;(z) irreducibilis.

Ez volt az el6készitd rész, mehetiink tehat az algoritmus {6 1€péseire.

A kinai maradéktétel érvényes polinomokra is. Ha (s, s2,...,5,) mod p vett egészek barmilyen
rendezett r-ese, akkor 1étezik pontosan egy olyan v(z) polinom, hogy

v(z) =51 (mod pi(x))
v(z) = s, (mod p,(z)) 9.2)
deg(v) < deg(p1) + ... + deg(p,) = deg(u)

Jel6lés:

g(x) = h(x) (mod f(z)) ugyanaz, mint
g(z) = h(z) (mod f(z)ésp),

mivel most modulo p aritmetikdval dolgozunk.
A (9.2)-beli v(x) polinom médot ad arra, hogy u(z) tényezsit megkapjuk. A (9.2)-bdl kovetkezik: ha
r > 2,8s s1 # so, akkor

Inko(u(z),v(x) — s1) oszthatd p; (x)-szel,

de nem oszthat6 po(z)-szel
Ez a megfigyelés azt mutatja, hogy a (9.2) megfeleld v () megoldédsaibdl informacidt szerezhetiink u(x)
tényezdire nézve.
Ezért vizsgdljuk (9.2)-t: v(z) kielégiti a
v(r)P = st =s;=v(r) (modpj(z)) 1<j<r

feltételt (ne felejtsiik: modulo p dolgozunk), ebbdl kovetkezik

v(x)P

v(z) (mod u(x)), deg(v) < deg(u) 9.3)
Tovébbd, bebizonyithatd, hogy
—x=@—-0)(z—1)...(x—=(p—1)) (mod p)
amibdl kovetkezik, hogy

v(x)P —ov(z) = (v(z) = 0)(v(z) = 1)...(v(z) — (p—1)) (9.4)

barmilyen v(x) polinomra érvényes, amikor modulo p dolgozunk.

Ha v(z) kielégiti (9.3)-t, akkor u(z) osztja (v(x)P — v(x))-et, ezért u(x) minden irreducibilis ténye-
zbje kell, hogy ossza a (9.4) jobb oldalnak p darab relativ prim tényezjébol valamelyiket. Azaz (9.3)
minden megoldasanak (9.2) alakinak kell lennie valamely s1, . . ., s, szdmokkal, és (9.3) megoldasainak
szdma p", ahol r az u(x) primtényezGinek szdma.

Ezért aztdn (9.3) kongruencia v(x) megoldésai u(z) felbontdsahoz adnak kulcsot.
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Els6 pillantdsra dgy tdinik, hogy (9.3) 6sszes megolddsanak megtaldldsa nehezebb u(x) felbontdsa-
ndl, de val6jaban ez nincs igy, hiszen a (9.3) megolddshalmaza az 6sszeaddsra nézve zart. Méasképpen
fogalmazva: a (9.3) tulajdonsagot teljesitd polinomok halmaza vektortér. Az alabbiakban megmutatjuk,
hogy ennek a vektortérnek a bazisa a kovetkezd kulcs a megoldashoz.

Legyen deg(u) = n. Allitsuk el a

40,0 goa  ---  qon—1
Q= :
qn—-1,0 4n—-11 --- Gn—1n—1
n X n-es matrixot, ahol
Pk = qkm,lx”*l +.. 41T+ qro (mod u(z)), 9.5)

aholk =0,...,n— 1.
Ekkor v(z) = v,_12" ! + ... 4+ v12 + vy pontosan akkor megolddsa (9.3)-nak, ha

(v0, V15 -+, V1) - Q = (V0, V1, - -+, Vpo1)
(ne felejtsiik, hogy modulo p dolgozunk)

9.1.2. Allitas. A (vo,v1,...,0n_1) Q= (Vo,V1,...,Vn_1) egyenléség akkor és csak akkor igaz, ha

v(x) = Zvjxj = ZZqukJ:pj = kaxpk = v(2P) = v(x)?,
ik

J k

ahol a kongruencidkat (mod wu(x)) kell érteni.
Bizonyitas. Vegyiik sorba az egyenlGségeket:
* Az elsd egyenlGség csak a v(x) definicidja
* A masodik egyenl8ség a v() = v egyenlet részletesebb kiirasa
* A harmadik egyenl&ség az mar egy kongruencia, az (9.5) miatt igaz
» Utdna a negyedik egyenldség az polinom definicié, semmi kiilonds,

* Végiil az utolsé egyenl6ség megint egy kongruencia, az pedig a kordbban latott és bizonyitott
(9.1) miatt igaz.

A fentiek képezik a Berlekamp algoritmus alapétletét. Knuth I1. 430-434 De a kovetkezSkben leirunk
egy roviditett véltozatot

9.1.1. Berlekamp algoritmus
Input: u(z) polinom és p primszdm
Output: u(z) faktorizacija modulo p

1. 1épés. Vizsgaljuk meg, hogy Inko(u(z),u/(z)) értékét. Ha ez 1, akkor mehetiink tovébb, hiszen
u(x) négyzetmentes. Ha nem 1, akkor csindljuk végig azokat a 1épéseket, amiket a féliasor elején
lattunk.
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2. 1épés. Készitsiik el a () matrixot.

3. 1épés. Keressiik meg a (Q — )T matrix nullterét. A nulltér dimenzidja lesz az u(x) faktorainak
szdma modulo p. A fenti jeloléseinket hasznélva ez r.
Ennek eredménye olyan r elemii vektorsorozat lesz, amelyre v/ (Q —I ) =0teljesiil (1 < j <r).

4. 1épés. Ha r > 1, akkor szadmitsuk ki az
Inko(u(z), v® () — s) mod p
értékét, ahol v(? (z) a v(? vektor 4ltal reprezentalt polinom és 0 < s < p.

5. 1épés. Ha v(?) folhasznaldsdval nem sikeriilt 7 részre bontani u(x)-et, akkor a tovabbi faktorok
meghatarozasat az
Inko(v® () — s, w(x)) mod p

kiszdmitdsaval folytatjuk, ahol 0 < s < p, w(x) pedig az dsszes eddig megkapott tényezd, k =
3,4, ..., mindaddig, amig az r darab tényez6t meg nem kapjuk.

Miiveletigény: ha p kicsi, akkor O(n?® + prn?). megmutathaté, hogy r dtlagos szama In(n)

9.1.2. Példa

Az aldbbiakban részletesen végigszamolunk egy példat a fenti algoritmus demonstrdldsdra. Ehhez a
Maple rendszert hasznaljuk, és nem az algoritmus implementéciéjat mutatjuk be, hanem a szdmol4s
menetét. A példaban az

u(z) = 28+ 2% +102* +1023 + 822 + 22 + 8

polinom faktorizédlasat végezziik el p = 13 vélasztéssal.
> with(PolynomialTools): with(LinearAlgebra):

> U = X"8+x76+10xx"M4+10xxX"3+8*x " 2+2xx+8:

> p := 13:
Deriviéljuk u(x)-et és megnézziik, hogy a legnagyobb kézos osztdja u(x)-szel micsoda.

> du:=diff (u, x);

du = 82" +62° +402° + 302 + 162 + 2
> gcd(u, du);
1

Mivel 1 lett a legnagyobb kozos 0sztd, ezért u(z) négyzetmentes, és igy mehetiink tovabb. ElGéllitjuk a
() matrixot.

> Q:=Matrix(8):

> Q[l]:=Transpose (Vector([1,0,0,0,0,0,0,01));
Q=[1000000 0]

> Q[2]:=Transpose (CoefficientVector (modpol (x*13, u, x, pP), X));

Q:=1[2 171 10 12 5 11|

> Q[3]:=Transpose (CoefficientVector (modpol (x"26, u, x, p),X));
Q:=[3 643047 2]

> Q[4]:=Transpose (CoefficientVector (modpol (x*39, u, x, p),Xx));
Qi:=[436 516 2 3]
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>  39+p;
52

> Q[5]:=Transpose (CoefficientVector (modpol (x"52, u, x, p),X));
Q:=[2 11 8 8 3 1 3 11|

>  52+p;
65

> Q[6]:=Transpose (CoefficientVector (modpol (x°65, u, x, p),x));
Qe :=[6 11 8 6 2 7 10 9 |
> 65+p;
78
> Q[7]:=Transpose (CoefficientVector (modpol (x*78, u, x, p),X));
Qr:=1[5 11 7 10 0 11 7 12 ]
> 78+p;
91
> Q[8]:=Transpose (CoefficientVector (modpol (x"91, u, x, p),x));
Qs:=[3 3 12 5 0 11 9 12 ]

> Q;
1.0 0 0 0 0 O 0
2 1 7 11 10 12 5 11
36 4 3 0 4 7 2
43 6 5 1 6 2 3
2 11 8 8 3 1 3 11
6 11 8 6 2 7 10 9
5 11 7 10 0 11 7 12
'3 3 12 5 0 11 9 12 |

Megvan a () matrix. Most meg kell oldanunk a v* (Q — I) = 0 homogén linedris egyenletrendszert,
ami azt jelenti, hogy meg kell keresniink a (Q — I)” matrix nullterét.

> QIT:=Transpose (Q-IdentityMatrix(8));

0 2 34 2 6 5 3
0 0 6 3 11 11 11 3
0o 7 36 8 8 7 12
OIT -~ 0 11 3 4 8 6 10 5
0 10 01 2 2 0 O
0 12 4 6 1 6 11 11
0 5 72 3 10 6 9
| 0 11 2 3 11 9 12 11 |

> ns:=Nullspace (QIT) mod p;
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9
11
9
10
12
0
0 1

ns =

= ot o o ot ot O

o O O O o o O =~

\

Ezeket a vektorokat, mint polinomokat kell most r-neg\_/izsg_élnunk.

>

VVVVVVYVVYVVVYV

v2:=FromCoefficientVector(ns[2], x);

02 =25 4+52° + 92 +522+52
£f:=0:
for s from 0 to p-1 do
Gcd(u, v2-s) mod p:
if (%<>1) then

f:=f+1:
faktor[f] :=%%:
fi:

end do:

print ("faktor"),; £;
for £ff from 1 to £ do
faktor[ff];
end doj;
faktor”

2
2 +522 4922 +52+5
22+ 8z +4x+12

Ezek alapjan mér 2 faktorunk megvan, de kell egy harmadik is (ezt onnan tudjuk, hogy az el6bb a nulltér
3 dimenzids volt).

>

v3:=FromCoefficientVector (ns[3], x);

v3 = 2" +122° +102* + 922 + 1122 + 92
for s from 0 to p-1 do
Gcd (faktor([l], v3-s) mod p;
end do;

—_ = =

1
4223+ 322 +42+6
1
z+3
1
1
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1

Végiil nézzilk meg, mit ad a Maple beépitett faktorizdl6ja (elsésorban az kimenet formatuma miatt
érdekes, nyilvan az eredmény ugyanaz, mint a fentiek).

>

9.2.

1.

Factors (u) mod p;

(1, [[z+3,1], [23 +82% + 42 4+ 12,1], [z* + 22% + 32% + 42 4 6,1]]]

Feladatok

A Rolle-féle gyoktétel szerint egész egyiitthats polinom minden = = p/q racionélis megolddséra
(ahol p és g relativ prim egészek, g # 0) teljesiil, hogy:

* polyan egész, amely osztdja ag-nak (konstans tag), és

* g olyan egész, amely osztéja a,-nek (féegyiitthatd).

A tétel felhasznalhat6 arra, hogy eldontsiik, egy polinomnak vannak-e raciondlis gyokei, és pozi-
tiv vélasz esetén meg is keressiik azokat.

Egy példan bemutatva: az 2 — Tz + 6 polinom esetén a gyokjeldltek azok a racionélis szi-
mok, amelyeknek a szamlél6ja 6 osztdja, nevezdje pedig 1 osztéja. Adddik, hogy a jeldltek a
+1,+2,+3 és £6. Ezek 1,2 és —3 gyokok (az Osszes, mint tudjuk). A visszaellendrzést a
Horner-mdédszerrel elvégezhetjiik.

[rjunk egy eljarast, amely adott polinomra elvégzi az itt vdzolt miiveleteket.

Mutassuk meg, hogy x2 4+ = + 1 irreducibilis mod 5és mod 29.

. Mutassuk meg, hogy 2% — a irreducibilis mod 7 hacsak a = 0 vagy a = =+1.

. A PARI/GP szofver csomag tartalmazza a fejezetben ismertetett Berlekamp algoritmus implemen-

tacigjat. Ez elérhetd a http://pari.math.u-bordeaux.fr/ cimen. A feladatunk, hogy
fedezziik fel az implementécio részleteit.

. Kronecker médszer. Mivel az egész egyiitthatds polinomok faktorainak is egész egyiitthatds poli-

nomoknak kell lenniiik, és egy egész egyiitthatds polinom helyettesitési értéke egész pontokban,
egész (mivel egész szamok véges szorzata, véges 0sszege egész, vagyis az az egész szdmok zartak
szorzdsra és Osszeaddsra), igy polinom értékeinek primfaktorizacidjat felhasznalva, véges szamu
elemre redukdlhatjuk a lehetséges (polinom)faktorokat.

Példaul, vegyiik az f(x) = 2° + x* + 2% + x + 2 polinomot. Ha ez a polinom felbonthat6 az
egész szamok felett, akkor legaldbb az egyik faktoranak elsd vagy masodfokinak kell lennie (1asd
az algebra alaptételének egy megfeleld valtozatat). Harom értékre van sziikségiink ahol, hogy egy
legfeljebb médsodfoku polinomot egyértelmiien meg tudjunk hatdrozni. Legyenek ezek a pontok
az f(0) = 2,f(1) = 6 ésaz f(—1) = 2. Ha a 3 koziil barmelyik érték 0 akkor maris talal-
tunk egy gyokot és igy a faktorizacids tétel alapjan egy faktort is. Ha viszont egyik sem 0 akkor
mindegyiknek csak véges mennyiségii osztdja van. Példdul 2 egész szamok segitségével csak a
kovetkez6képpen irhato:

1-2,21,(=1) - (—2), vagy (—2) - (—1).

Vagyis ha mésodfoku faktor 1étezik akkor annak 1,2, —1 vagy —2 értékiinek kell lennie az x = 0
pontban, és az x = —1 pontban. Mivel 6-ot 8-féleképpen lehet felbontani igy Osszesen 4 -4 -8 =

82



128 kombindacids lehetdség van, amelynek fele csak eldjelben kiilonbozik igy ezeket elhagyva csak
64 mdsodfokd polinom marad, amit le kell tesztelni. Csak ezek a lehetséges faktorai f(x)-nek.

Ezek tesztelése szerint
p(x) =2 +z+1

amit ugy kaptunk, hogy p(0) = 1,p(1) = 3 és p(—1) = 1 osztja f(x)-et a megfelel pontokban.
Az f(z) polinomot p(z)-szel osztva megkapjuk a masik faktort: ¢(z) = 2° — x + 2, igy f = pq.
Mivel kideriil, hogy mind p és ¢ irreducibilis igy f irreducibilis faktorizaciéja:

f(x) = p(x)g(z) = (* + 2z + 1) (2> — . + 2).

Feladatunk, hogy a példa alapjan készitsiik el a Kronecker médszer implementécidjat.
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10. fejezet

Programkonyvtarak

10.1. BLAS

A BLAS (Basic Linear Algebra Subrutines) egy specifikicid, amely meghatdrozza, hogyan kell megva-
l6sitani alacsony szintii eljardsokat 4ltaldnos linedris algebrai miiveletekre, mint példdul vektorok dssze-
adésa, skaldrral torténd szorzds, skaldris szorzat, linedris kombinécid és matrixok szorzdsa. Ezek 1énye-
gében de facto standard miveletek linedris algebrai konyvtarak részére. Bar a specifikéci6 altaldnos, a
BLAS implementacidk altaldban sebességre optimalizdltak egy adott architektdrara.

A referencia implementacié 1979-ben késziilt még FORTRAN nyelvre, megtaldlhaté a
http://netlib.org/blas/blast—-forum cimen.

A BLAS funkcionalitds szempontjabdl 3 eljards halmazra bonthat6, amelyeket szinteknek neveziink.
Ezek egyrészt kronoldgiai sorrendben jonnek egymads utdn, ugyanakkor a szamitasi koltségiik is kiilon-
bozik egymastél. A modern BLAS implementiciok mindharom szintet tartalmazzak.

BLAS-1 Az alapjai 1973-1977 kozott késziiltek. Osszesen 15 (féleg) vektor miiveletet tartalmaz,
amelyek koziil néhdny példaul az ,,AXPY” (y = ax + y), skaldris szorzat, + = ax alakd mivelet,
stb. 4 verzidban 4ll rendelkezésre (Single, Double, Complex, Integer), 46 eljras.

Miért BLAS 1? Mert O(n') miiveletet végziink O(n') adaton.

BLAS-2 A BLAS-2 kifejlesztése 1984-1986 kozott tortént. Jellemz&en matrix-vektor miiveleteket
tartalmaz, igy minta ,,GEMV” (y =a-A-z+ 3 -2)és ,GER A=A+ a -z -yT, 2 =T —1-x)
tipust miiveletek. 4 verzi6 1étezik (S/D/C/Z), 66 eljaras.

Miért BLAS-2? Mert O(n?) miiveletet végziink O(n?) adaton.

BLAS-3 A kovetkezd szint a BLAS-3, amelynek kifejlesztése 1987-1988 kozott tortént. 9 (féleg)
matrix-matrix miiveletet tartalmaz, példaul ,, GEMM” tipusdakat (C = «a-A-B+5-C,C=a- A -
AT + B-C,B =T — 1- B). 4 verzi6 1ézetik (S/D/C/Z), 30 eljaras.

Miért BLAS-3? Mert O(n3) miiveletet végziink O(n?) adaton.

LAPACK A ’Linear Algebra Package’ egy olyan eljarasgytijtemény, amely numerikus linedris algeb-
rai algoritmusok implementdcidit tartalmazza. Tobbek kozott linedris egyenletrendszerek megoldasat,
legkisebb négyzetek mdédszerét, sajatérték feladatok megolddsat, szinguldris érték felbontést, valamint
matrix faktorizacids eljardsokat tartalmaz.

Elérhetoség Minden BLAS1/2/3 kéd elérhet6 a http://www.netlib.org/blas cimen. Része
a standard matematikai konyvtaraknak.
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10.1.1. Valtozatok

A BLAS tehat egy referencia, amelynek szdmos tovdbbi implementicidja késziilt, ezekbdl vdlogatunk
néhényat.

ATLAS (Automatic Tuned Linear Algebra System) egy open source BLAS véltozat, automatikus tu-
ning alapu az installdldskor. Ezen tulajdonsdga miatt gyakran ezzel a megvaldsitds képezi az
teljesitmény O0sszehasonlitasok alapjat.

Letolthetd a http://math—-atlas.sourceforge.net/ cimrdl.

GotoBLAS Kazushige Goto altal kézzel optimalizalt assembly kéd. Nagyjabol 2008-ban ledllt a to-
vabbfejlesztése. Elérhet6ahttp://www.tacc.utexas.edu/tacc-projects/gotoblas?2
cimen.

OpenBLAS szintén open source, a GotoBLAS egy mdig is aktivan fejlesztett és karbantartott fork-ja.
http://www.openblas.net/

Intel MTL az Intel cég Math Kernel Library nevii csomagja, amely nem csak BLAS implementaciot,
hanem tobbek kozott LAPACK konyvtarat is tartalmaz. Természetesen Intel processzorokra opti-
malizélt kéd.

Ingyenesen elérhet6 a https://software.intel.com/mkl cimen.

10.2. GNU konyvtarak
10.2.1. GSL

A C nyelven irt, jelenleg 2.5 verzidnal tarté Scientific Library elsédleges célja, hogy lecserélje a hagyo-
manyosan még FORTRAN nyelven implementalt numerikus eljarasokat tartalmaz6 konyvtarakat.
A konyvtar a kovetkezd témakoroket fedi le:

Complex Numbers Roots of Polynomials Special Functions
Vectors and Matrices Permutations Combinations
Sorting BLAS Support Linear Algebra
CBLAS Library Fast Fourier Transforms Eigensystems
Random Numbers Quadrature Random Distributions
Quasi-Random Sequences Histograms Statistics
Monte Carlo Integration N-Tuples Differential Equations
Simulated Annealing Numerical Differentiation Interpolation
Series Acceleration Chebyshev Approximations Root-Finding
Discrete Hankel Transforms Least-Squares Fitting Minimization
IEEE Floating-Point Physical Constants Basis Splines
Wavelets Sparse BLAS Support Sparse Linear Algebra

A GSL a legtobb modern, széles korben haszndlt programozasi nyelvre és kdrnyezetre elérhetd.
A csomag az https://www.gnu.org/software/gsl/ oldalrdl tolthets le.

10.2.2. GMP

A *GNU Multiple Precision Arithmetic Library’ programkonyvtér tetszdleges pontossdgu aritmetikat
kindl egészekre, raciondlis szamokra €s lebegbGpontos szamokra egyarant. A pontossagnak csak a hasz-
ndlt szadmitégép memoridja szab hatart. A fejleszt6k elsddleges motivacidja, hogy a GMP a leggyorsabb
tetszbleges pontossagu aritmetikai konyvtar legyen. Aktivan hasznaljak kriptografiai alkalmazasokban
és éltaldnos szamitégépes algebrai rendszerekben.

Elérhet6 a http://gmplib.org/ oldalon.
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10.2.3. MPFR

A C nyelven irt "Multiple Precision Floating-Point Reliably’ programkonyvtidr a GMP rendszeren alap-
szik és tetszleges pontossigii lebegGpontos szamitdst tesz lehetévé korrekt kerekitéssel! és kivétel-
kezeléssel.

Elérhet6 a http://www.mpfr.org/ oldalon.

Tovabbi MPFR alapu csomagok

MPC Az MPC egy olyan C nyelven irt konyvtar, amely komplex szamokra kindl tetsz6leges pontos-
sdgu aritmetikdt, korrekt kerekitéssel.
Elérhet6 a http://www.multiprecision.org/ cimen.

MPFI Az MPFI csomagban tetszdleges pontossagu lebegdpontos intervallum aritmetikai eljardsokat
taldlunk. Haszndlatdval intervallumos befoglaldsokat kapunk a numerikus szamitasainkra.
Elérhet6 a http://mpfi.gforge.inria. fr/ oldalon.

10.3. Tovabbi fiiggvénykonyvtarak

10.3.1. MPFQ

MPFQ egy véges testek folott végzett szamitdsokra alkalmas konyvtar. A tobbi hasonlé csomaghoz
képest az MPFQ gy optimalizal sebességre, hogy a felhasznalonak el6re régzitenie kell bizonyos tulaj-
donsagokat, mint példdul hasznalt mod érték, majd ezt a kéd forditasakor kihasznalja.

Elérhet6 a http://mpfg.gforge.inria.fr/ cimen.

10.3.2. FFTW

A ’Fastest Fourier Transform in the West” konyvtar diszkrét Fourier transzformécio kiszdmitdsara alkal-
mas, ingyenes. Ahogyan azt az X szakaszban targyaltuk, az eljards miveletigénye O(n log(n)). Szdmos
megval6sitast tartalmaz, amely lehet6vé teszi, hogy a bemenetek elézetes vizsgdlata utdn kivédlassza az
adott helyzetre leginkabb alkalmas verzidt a tényleges szamitds elvégzésére. A kettd hatvany hosszu-
sdgu bemenetekre optimalis, tovdbba nagyon gyors még olyan vektorokra, amelyek hossza kis méret
primtényez6k szorzatabol all. 1999-ben elnyerte a *Wilkinson Prize for Numerical Software’ dijat.

Elérheté a http://www.fftw.org/ oldalon.

10.3.3. NTL

Victor Shoup 4ltal C++ nyelven irt 'Number Theory Library’ programcsomag szdmelméleti eljardsok
gytijteménye. Tamogatja a tetsz6leges pontossagu egész €s lebegSpontos aritmetikat, véges testek folotti
szamitdsokat, vektorokkal és matrixokkal végzett miiveleteket, valamint linedris algebrét is. Polinomok
faktorizalasara rendkiviil gyors implementaciét tartalmaz.

Ingyenesen elérheté a http://shoup.net/nt1/ oldalon.

'azt mondjuk, hogy egy kerekités korrekt, ha a szam és a kerekitett érték kozott nincs az adott szamitégépes kornyezetben
elérhet6 dbrdzolhatd szdm (gépi szdm)
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10.3.4. FLINT

A ’Fast Library for Number Theory’ egy C konyvtdr, szintén szdmelméleti eljardsok gytjteménye. In-
gyenesen elérhet6 a http://flintlib.org/ oldalon.

Megjegyezziik, hogy Az NTL csomag szerzdje készitett egy (folyamatosan frissiil§) dsszehasonlité
tesztet a FLINT-tel, amely nagyon vegyes képet mutat: miivelettdl fiiggden hol az egyik, hol a masik
csomag a hatékonyabb, ldsd a http://shoup.net/ntl/benchmarks.pdf dokumentumban.

Ugyanakkor a FLINT oldalon is taldlhatunk Ssszehasonlité teszteket. Erdekességképpen két olyan
példat ide is beemeliink, amelyek a jegyzet szempontjabol relevansak: polinom faktorizdlds modulo 17
(lasd 10.1. abra bal oldali grafikonja) és egy széban elfér egészek faktorizdlasa, ahol az input 10,000
egymds utdni n bites egész (2"~ +1,..., (2"~ 410000 alakban - 1dsd 10.1. 4bra jobb oldali grafikon-
jan.

10* . .
10° b 1
10° F 1
10'E ] 10! T T T
z 10° | ]
Q . 0 4
g o'l L 1 10
= Mathematica 9.0 n i : : : :
102 ¢ ParilGP 254 |5 © 10T b e e
e e NTL6.0.0 i E ! : 5
. | == Magma 2.19-8 . : ®—e Mathematica 9.0
10° ‘ i I | m—a FLINT 2.4
10 10° 10° 10* 10° 10® w I
n 20 30 40 50 60

10.1. abra. A FLINT konyvtar futasi idejének 0sszehasonlitdsa néhdny hasonlé csomagéval. A bal oldali
4bran polinomok faktorizalasa modulo 17 a feladat, mig a jobb oldali abran 2"~! + k alaki egészek
faktorizaldsa.

10.3.5. Boost

A Boost egy C++ eljarasgytijtemény, tobb, mint 80 kiilonféle konyvtarral, amelyeknek egy része tu-
domdnyos szdmitdsra alkalmas algoritmusok implementicidjt tartalmazza. Ezek koziil kiemeljiik a
kovetkezdket:

Boost.Multiprecision: nagypontossigu egész, raciondlis, lebegbépontos és komplex szamokkal végzett
aritmetikai miiveleteket tartalmaz.

Boost.Random véletlenszdm generatorokat és eloszlasfiiggvényeket tartalmaz.

A konyvtar ingyenesen elérhet6 a http://www.boost.org/ cimen.

10.3.6. CLN

A ’Class Library for Numbers’ ingyenes programkonyvtar, amely tetszéleges pontossagu aritmetikat
tesz lehet6vé. C++ nyelven irédott és haszndlata lehet6vé teszi az operdtor feliiltoltést, valamint objek-
tum orientélt programozast.

Elérhet6 a http://www.ginac.de/CLN/ cimen.
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SciPy [ Scientific Algorithms ]

‘ linalg ‘ | stats | | interpolate |
‘ cluster ‘ | special | | spatial ‘
‘ io ‘ | fftpack | | odr ‘
‘ ndimage ‘ | sparse | | integrate ‘
‘ signal ‘ | optimize | | weave |

NumPy [ Data Structure Core ]

‘ fft Hrandom‘ linalg

NDArray UFunc
multi-dimensional fast array
array object math operations

10.2. dbra. A Numpy és a Scipy csomagok egymadsra épiilése €s az elérhetd adattipusok és matematikai
fliggvények

10.4. Scipy és Numpy

A Numpy a Python programozasi nyelvhez irt konyvtdr, amely nagyméretli és magasdimenzids tom-
bok és matrixok deklaralasat és ezekkel végzett hatékony matematikai miiveletek elvégzését timogatja.
Hasznélatdval a MATLAB-hoz hasonlé kornyezetet kapunk. Erdsen tdmaszkodik BLAS konyvtirra
(hasonléan a MATLAB-hoz).

A Scipy tudomanyos és szimbolikus szamitasok elvégzésére alkalmas eljarasokat tartalmaz, amelyek
a Numpy csomagra éplilnek. Az 10.2. dbrdn a két konyvtar egymadsra épiilése és az egyes komponensei
lathatdak.

A konyvtirak ahttps://www.numpy.org/ éshttps://www.scipy.org/ oldalakon érhe-
toek el.

10.5. Rendszerek

A hérom 6rids, MATLAB, Maple és Mathematica mellett tovdbbi (ingyenes) szamitogépes algebrai
algoritmusokat tartalmazé és azok fejlesztését tdmogatd rendszer 1étezik. Ezek koziil szemezgetiink
néhanyat.

10.5.1. PARI/GP

A PARI/GP egy olyan szamitégépes algebrai rendszer, amely elsésorban szimelméleti miiveletek haté-

kony végrehajtdsit timogatja. De ezen feliil kezeli a matrixokat, polinomokat, hatvdnysorokat, algebrai

szamokat, stb. A PARI részt C nyelven irtdk, a GP pedig egy ehhez tartozé szkript nyelv, amely interak-

tiv végrehajtast tesz lehetové. A GP nyelven keresztiil hozzéaférhetiink az 6sszes PARI eljarashoz.
Elérhet6 a http://pari.math.u-bordeaux.fr/ cimen.

10.5.2. SageMath

A SageMath egy teljesen ingyenes open source matematikai rendszer. Python-alapd interfészen ke-
resztiil érhetd el, és magaba foglal tobb masik open source matematikai programcsomagot. A motto:
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,Creating a viable free open-source alternative to Magma, Maple, Mathematica and Matlab”. Tobbek
kozott az MPIR, MPFR, MPC, MPFI, PARI és NTL csomagokat egyarant hasznélja.
Elérhet6 a http://www.sagemath.org/ oldalon.

Példa. Illusztracioképpen bemutatjuk, hogyan lehet a kiterjesztett euklidészi algoritmust, az Euler féle
¢ figgvényt, valamint a kinai maradéktételt elérni, illetve haszndlni SageMath-ban:

sage: d,u,v = xgcd(12,15)
sage: d == ux1l2 + vx15
True

sage: n = 2005

sage: inverse_mod(3,n)

1337

sage: 3 = 1337

4011

sage: prime_divisors(n)

[5, 401]

sage: phi = n*prod([l - 1/p for p in prime_divisors(n)]); phi
1600

sage: euler_phi (n)

1600

sage: x = crt(2, 1, 3, 5); x
11

sage: x % 3 # x mod 3 = 2

2

sage: x $ 5 # xmod 5 =1

1

10.6. Online anyagok

10.6.1. NIST DLMF

A NIST ’Digital Library of Mathematical Functions’ projektje a hires Abramowitz és Stegun szerz6paros
Handbook of Mathematical Functions cim{i konyvének djrairdsat tlizte ki célul.

A honlap elérheté a http://dlmf.nist.gov/ cimen, 36 fejezetbdl 4ll. Erdekes médon egyéb-
ként nem csak matematikai fiiggvények definicidit tartalmazza, hanem algoritmusok (altaldban nagyon)
rovid leirdsat is, hivatkozassal. A kapcsol6d6 konyv 968 oldalas.

10.6.2. Wolfram Functions

A Wolfram Functions honlap szintén matematikai fiiggvények lefrasat tartalmazza: definicidkat, speci-
alis értékeket, 4ltaldnos tulajdonsagokat, sorként torténd dbrazoldsukat, integralokat, differencidl egyen-
leteket, stb.

Elérhetd a http://functions.wolfram.com/ cimen.

10.6.3. ESF, DDMF

Az ’Encyclopedia of Special Functions’ és a ’Dynamic Dictionary of Mathematical Functions’ szintén
matematikai fiiggvények gytijteménye, a megjelenitett képletek és dbrdzoldsok azonban kozvetleniil egy
szamitégépes algebrai rendszerbdl jonnek. gy a felhaszndlénak lehetSsége van bizonyos paraméterek
beallitasara is és az eredmények interaktiv lekérdezésére.

A két gylijtemény elérhet6 a http://algo.inria.fr/online.html oldalrél.
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10.6.4. Interval Computations

A jegyzetben nem volt sz6 intervallum matematikdrél, de azért itt megemlitjiikk a kapcsol6dé gytijto-
oldalt, ahol bevezet6 anyagok, szoftverek, konyvek, kurzusok, konferencidk és alkalmazdsok vannak
Osszegy(jtve.

Az portdl az http://www.cs.utep.edu/interval-comp/ cimen érhetd el.

10.6.5. OEIS

Az ’Online Encyclopaedia of Integer Sequences’ pedig egy rendkiviil gazdag és kimeritd adatbazisként
szolgal a legkiilonfélébb egész- és raciondlis sorozatokkal kapcsolatban. Az OEIS azonosité lényegében
standard hivatkozds. Nemcsak cim szerint kereshet8, de amennyiben a keres§jébe az illetd sorozat elsd
néhdny tagjat beirjuk, akkor is képes megtaldlni az esetlegesen illeszked sorozatokat. Minden sorozatot
kiilon oldalon targyal, dltaldban néhdny tagot megadva, valamint a képletét (ha van), elnevezéseit, és az
ismert tulajdonsdgait folsorolva szakirodalomra valé hivatkozasokkal egyiitt.

Elérhetd a https://oeis.org/ cimen.

10.7. Feladatok

1. Telepitsiink kiillonb6z6 BLAS konyvtarakat €s teszteljiik le kiillonb6z6 méreti matrixokra vonat-
koz6 miiveletek (leginkdbb szorzds) végrehajtasi ideje kozotti kiilonbségeket.

2. Implementéljunk graf algoritmusokat matrixok (és igy BLAS konyvtarak) felhasznaldsdval)

3. Keressiik fel a "More digits friendly’ nev@i verseny honlapjat (http://rnc7.loria.fr/
competition.html), ahol megtaldlhaté az a 16 feladat, amelyet tetsz6leges pontossagu arit-
metikat hasznalé programcsomagok tesztelésére javasoltak a szervezdk. Vdélasszunk ki 2 ilyen
csomagot és végezziink el minél tobbet a tesztek koziil.

4. Végezziink futasi id6 6sszehasonlitasokat a SageMath és a MATLAB, Maple és Mathematica cso-
magok kozott. Példaul: nagyméretii matrixok szorzdsa, matrixok SVD folbontdsa, nagyméretii bi-
ndris métrixok szorzdsa, primtesztelés, egészek faktorizdldsa, nagyméretii hatvanyok kiszamitdsa
és ilyen tagok Osszeszorzdsa.

5. Prébéljuk meg megkeresni a kedvenc numerikus programozési kérnyezetiinkben hasznalt BLAS
konyvtarat, és lecserélni egy masikkal.
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