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1 Markov dontési folyamatok és a megerdsitéses tanulas elemei

Kornyezet alatt egy rendezett (S, A, P, R) négyest értiink, ahol
o S tetszbleges halmaz, melyet dllapothalmaznak, elemeit pedig dllapot-oknak hivjuk.
o A tetsz6leges halmaz, melyet cselekvéshalmaznak, elemeit pedig cselekvés-eknek hivjuk.

e P = {P(s,a)}scsaca, ahol egy s € S és a € A esetén P(s,a) egy eloszlas az S halmaz
felett. Diszkrét esetben hasznaljuk a P(s,a,s’) = P[s1(s,a) = ], ugynevezett dllapotdtmenet
valdsziniség értékeket is, ahol s ~ P(s,a).

e R = {R(s,a,5)}ssesaca, ahol egy s, € S és a € A esetén R(s,a,s") egy eloszlas az R
halmaz felett; egy ilyen eloszlast valtozot neveziink jutalom-nak.

Adott S allapothalmaz és A cselekvéshalmaz esetén egy m: S — A (esetleg véletlen) leképezést
stratégid-nak vagy eljardasmdd-nak hivunk. Diszkrét esetben hasznaljuk a (s, a) = Plr(s) = a
jelolést, s € S, a € A.

Egy (S, A,P,R) kirnyezet és egy m : S — A stratégia egy s kezdallapot esetén meghataroz
egy {(s1,a1,71) o Ggynevezett Markov déntési folyamat-ot (amire az angol elnevezés, a Markov
Decision Process alapjan réviden MDP-ként is hivatkozunk), ahol

o a; ~ m(s),
® Siy1 ™~ Pst,ata
& Ty Rstyat;5t+17

o ¢s teljesiil a Markov tulajdonsdg, azaz hogy barmely og,01,...,0041 € S, ag,a1,...,00 € A,
00, P1,-- -, Pt € R esetén

P[3t+1 =0t41,Tt = Pt ‘ SOZUUaaOZQO;TOZPO,Sl:Ulaal:Oél,rl:Pla---,st:Ut,at:at} =

=P [St—i-l =041, Tt = Pt ’ St = 0t,a¢ = Olt} )
t = 0,1,...,7. Ezen folyamat segitségével meghatarozhaté az adott 7 stratégia mellett egy
s € S allapot 7 € (0,1) diszkont-rataval leszamitolt 6sszjutalmanak V™ varhato értéke, V7™ (s) =
E [ro +y 30 e ‘ S0 = s] . Ez a VT az értékfigguény. Hasonloképpen definidlhaté a Q7
cselekvés-érték fiiggvény, ahol Q7 (s,a) = E [7’0 +y oY e } S0 = 8,a9 = a] ,s€S8,a€ A



2 Bellmann-egyenlet

Egy (S, A, P, R) kérnyezet és egy 7 : S — A stratégia meghatérozta {(s/,a/,7/)}y MDP tet-
sz6leges s € S esetén teljesiti az tugynevezett Bellmann-egyenlet-et:
oo
VT(s) =E [ro+7- > 7 71| s0= s] = (BE-MC)
t=0
—E |ro+7- V’r(sl)‘so =] . (BE-TD)

Diszkrét esetben a (BE-TD) egyenldséget kifejtve a kovetkezd Osszefiiggéshez jutunk:

V7(s) = Z (s, a) Z P(s,a,s') - (E [ro | so=s,a0=a,s1=5]+~- V”(s')) (BE-DP)
acA s'eS

Jelolje Bs = {V € RS : |V]e < oo} az S folstt értelmezett korldtos fiiggvények halmazat.
Legyen, ahogy font is, valamely s € S esetén g ~ m(sg) és s ~ Py, q,. Definidljuk segitségiikkel
al™:Bs — Bg, V= T7V leképezést, ahol tetszbleges s € S éllapotra

(T™V)(s) =E[ro+v-V(s1) | so=s]
T™ hasznélatéaval a (BE-TD) egyenléséget a kovetkezGképpen fogalmazhatjuk at.
tétel 2.1. V™ fixpontja T™-nek, azaz T™VT = V7T,
T™ egy masik fontos tulajdonsiga a kdvetkezs.
tétel 2.2. T y-kontrakeio, azaz tetszdleges V és V esetén |[T™V — TV || <7 - |V = V||oo-

Bizonyitds: Az allitas egyszertien kovetkezik abbol, hogy a varhatoérték linearitasa miatt barmely
€ S allapotra

0~V B o2 V=] -2 s Vo= -
=7-E [V(Sl) - V(Sl)‘so = s} =
<YV =Veo -

Ez utobbi eredményt kombinalva az el6z6vel és a Banach-féle fixpont-tétellel kapjuk:

kévetkezmény 2.3. T7-nek pontosan eqy fizpontja létezik, és az V™. Ezen feliil tetszdleges Vo =
VEDBs és Vi1 =T"V;, t =0,1,... esetén ||V — V™|l = O(F).

A fontiekre épiil a (BE-DP) egyenl6ségbdl kiindulo iterdlt stratégia-kiértékelés algoritmus ([1],
4.1 szekeio, 92. o.). Kapcsolodo peldak: [1] 3.8 példa (3.7 szekcio, 71. o.) és 4.1 példa (4.1 szekcio,
92.0.).



3 Bellmann-féle optimalis operator

Legyen (&, A, P, R) egy kornyezet, legyen valamely s, € S és a € A esetén s, = ~P
és legyen T : Bs — Bs, V — T*V, ahol tetszéleges s € S allapotra

50,00 *
(T*V)(s) = mzﬁ(E [ro + - V(sl)‘so = s,ap = a} =
ac

= max 3" P(s,0,5) (E [rofso = s.a0 = a,s1 = ] 4 - v<s'>> .
ae
s'eS

megjegyzés 3.1. Tetszbleges V : & — R értékfiiggueny esetén egy m stratégia moho stratégia a

V-re vonatkozoan, ha m(s) = argmax,c 4 E[ro+v-V(s1) | so = s,a0 = a]. Ekkor T™V =T*V.

tétel 3.2. T* ~-kontrakcio

Bizonyitds: Az allitas konnyen adodik abbol, hogy tetszbleges V', /' € Bg és s € S esetén, egy A-beli
-t ugy valasztva, hogy maxgea Elro + v+ V(s1)|so = s,a0 = a] = E[ro + 7 - V(s1)|so = s,a0 = a],

ng[ro +7-V'(s1)|s0 = 5,a0 = a] >E[ro + - V'(s1)]s0 = s,a0 = a] >
a

>E[ro+7-V(si)lso=s,a0=a] =7 [V - V'] .
a

Definidljuk a V* értékfiiggvényt a kovetkezéképpen: V*(s) = max, V™ (s), s € S, és egy adott
s allapotra jelsljon 7 mindig egy olyan stratégiat, melyre éppen V*(s) = V™ (s). Legyen 7* egy (de-
terminisztikus!) moho stratégia a V*-ra vonatkozoban, azaz 7*(s) = argmax,c 4 E[ro + v - V*(s1) | so = s,a0 = al.

E|ro+7-V™ (s1) | 50 =s,a0 = ﬂ*(s)] =V (s) <

<V*(s) =

Y (s) (BE-TD)

=E[ro+~7- V™ (s1) ‘ so =s,a9 =7°(s)] <
<Elro+v-V*(s1) | so=s,a0 = 7°(s)] <

<maxE[ro+7-V*(s1) | so = s,a0 =a] =
acA

=E[ro+v-V*(s1) | s0o=s,a0 =7"(s)] ,
kovetkezésképpen 0 < V*(s) — V™ (s) < y-E[V*(s1) = V™ (s1) ‘ so=s,a0 =7*(s)] < - [|V* -
V™ ||oo- Supremumot véve kapjuk, hogy [|[V*=V™ [|oo < ¥-[|[V*=V™ |0, ami miatt ||[V*—V™ ||oo = 0
(tekintve, hogy v < 1), vagy V* = V™ . Azaz a fenti egyenl6tlenségek mind egyenldségek, és

Vi(s) =V (s) = I;leajt(E [ro+7-V*(s1) | so = s,a0 = a] = (T*V*)(s) . (BE-DP™)

Ez a fenti tétellel, valamint a Banach-féle fixponttétellel egyiitt adja, hogy:
koévetkezmény 3.3. T™*-nak pontosan egy fizpontja létezik, és az V*. Ezen felil tetszdleges Vo =
V €Bs ¢sVie1 =T*Vi, t =0,1,... esetén |V — V¥l = O(F).

Tehat létezik optimdlis stratégia, és az m*. A fontiekre épiil a (BE-DP*) egyenlgségbdl kiindulo
stratégia iterdcid ([1], 4.3 szekcio, 98. o.) valamint az érték-iterdcio algoritmus (|1], 4.4 szekcio, 102.
0.). Kapcsolodo példak: [1] 3.12 példa (3.8 szekcid, 78. o.) és 4.1 példa (4.1 szekcid, 94.0.).
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