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1 Markov döntési folyamatok és a meger®sítéses tanulás elemei

Környezet alatt egy rendezett (S,A,P,R) négyest értünk, ahol

• S tetsz®leges halmaz, melyet állapothalmaz-nak, elemeit pedig állapot-oknak hívjuk.

• A tetsz®leges halmaz, melyet cselekvéshalmaz-nak, elemeit pedig cselekvés-eknek hívjuk.

• P = {P(s, a)}s∈S,a∈A, ahol egy s ∈ S és a ∈ A esetén P(s, a) egy eloszlás az S halmaz
felett. Diszkrét esetben használjuk a P(s, a, s′) = P[s1(s, a) = s′], úgynevezett állapotátmenet

valószín¶ség értékeket is, ahol s1 ∼ P(s, a).

• R = {R(s, a, s′)}s,s′∈S,a∈A, ahol egy s, s′ ∈ S és a ∈ A esetén R(s, a, s′) egy eloszlás az R
halmaz felett; egy ilyen eloszlású változót nevezünk jutalom-nak.

Adott S állapothalmaz és A cselekvéshalmaz esetén egy π : S → A (esetleg véletlen) leképezést
stratégiá-nak vagy eljárásmód-nak hívunk. Diszkrét esetben használjuk a π(s, a) = P[π(s) = a]
jelölést, s ∈ S, a ∈ A.

Egy (S,A,P,R) környezet és egy π : S → A stratégia egy s0 kezd®állapot esetén meghatároz
egy {(st, at, rt)}Tt=0 úgynevezett Markov döntési folyamat-ot (amire az angol elnevezés, a Markov
Decision Process alapján röviden MDP-ként is hivatkozunk), ahol

• at ∼ π(st),

• st+1 ∼ Pst,at ,

• rt ∼ Rst,at,st+1 ,

• és teljesül a Markov tulajdonság, azaz hogy bármely σ0, σ1, . . . , σt+1 ∈ S, α0, α1, . . . , αt ∈ A,
ρ0, ρ1, . . . , ρt ∈ R esetén

P
[
st+1 = σt+1, rt = ρt

∣∣∣ s0 = σ0, a0 = α0, r0 = ρ0, s1 = σ1, a1 = α1, r1 = ρ1, . . . , st = σt, at = αt

]
=

= P
[
st+1 = σt+1, rt = ρt

∣∣∣ st = σt, at = αt

]
,

t = 0, 1, . . . , T . Ezen folyamat segítségével meghatározható az adott π stratégia mellett egy
s ∈ S állapot γ ∈ (0, 1) diszkont-rátával leszámítolt összjutalmának V π várható értéke, V π(s) =

E
[
r0 + γ ·

∑∞
t=0 γ

t · rt+1

∣∣ s0 = s
]
. Ez a V π az értékfüggvény. Hasonlóképpen de�niálható a Qπ

cselekvés-érték függvény, ahol Qπ(s, a) = E
[
r0 + γ ·

∑∞
t=0 γ

t · rt+1

∣∣ s0 = s, a0 = a
]
, s ∈ S, a ∈ A.
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2 Bellmann-egyenlet

Egy (S,A,P,R) környezet és egy π : S → A stratégia meghatározta {(st, at, rt)}Tt=0 MDP tet-
sz®leges s ∈ S esetén teljesíti az úgynevezett Bellmann-egyenlet-et:

V π(s) =E

[
r0 + γ ·

∞∑
t=0

γt · rt+1

∣∣∣∣∣ s0 = s

]
= (BE-MC)

=E
[
r0 + γ · V π(s1)

∣∣∣s0 = s
]
. (BE-TD)

Diszkrét esetben a (BE-TD) egyenl®séget kifejtve a következ® összefüggéshez jutunk:

V π(s) =
∑
a∈A

π(s, a)
∑
s′∈S

P(s, a, s′) ·
(
E
[
r0
∣∣ s0 = s, a0 = a, s1 = s′

]
+ γ · V π(s′)

)
(BE-DP)

Jelölje BS = {V ∈ RS : ‖V ‖∞ < ∞} az S fölött értelmezett korlátos függvények halmazát.
Legyen, ahogy fönt is, valamely s0 ∈ S esetén a0 ∼ π(s0) és s1 ∼ Ps0,a0 . De�niáljuk segítségükkel
a T π : BS → BS , V 7→ T πV , leképezést, ahol tetsz®leges s ∈ S állapotra

(T πV )(s) = E
[
r0 + γ · V (s1)

∣∣ s0 = s
]
.

T π használatával a (BE-TD) egyenl®séget a következ®képpen fogalmazhatjuk át.

tétel 2.1. V π �xpontja T π-nek, azaz T πV π = V π.

T π egy másik fontos tulajdonsága a következ®.

tétel 2.2. T γ-kontrakció, azaz tetsz®leges V és V̂ esetén ‖T πV − T πV̂ ‖∞ ≤ γ · ‖V − V̂ ‖∞.

Bizonyítás: Az állítás egyszer¶en következik abból, hogy a várhatóérték linearitása miatt bármely
s ∈ S állapotra

(T πV )(s)− (T πV̂ )(s) =E
[
r0 + γ · V (s1)

∣∣∣s0 = s
]
− E

[
r0 + γ · V̂ (s1)

∣∣∣s0 = s
]
=

=γ · E
[
V (s1)− V̂ (s1)

∣∣∣s0 = s
]
=

≤γ · ‖V − V̂ ‖∞ .
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Ez utóbbi eredményt kombinálva az el®z®vel és a Banach-féle �xpont-tétellel kapjuk:

következmény 2.3. T π-nek pontosan egy �xpontja létezik, és az V π. Ezen felül tetsz®leges V0 =
V ∈ BS és Vt+1 = T πVt, t = 0, 1, . . . esetén ‖Vk − V π‖∞ = O(γk).

A föntiekre épül a (BE-DP) egyenl®ségb®l kiinduló iterált stratégia-kiértékelés algoritmus ([1],
4.1 szekció, 92. o.). Kapcsolódó példák: [1] 3.8 példa (3.7 szekció, 71. o.) és 4.1 példa (4.1 szekció,
92.o.).
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3 Bellmann-féle optimális operátor

Legyen (S,A,P,R) egy környezet, legyen valamely s0 ∈ S és a0 ∈ A esetén s1 = s1(s0, a0) ∼ Ps0,a0 .
és legyen T ∗ : BS → BS , V 7→ T ∗V , ahol tetsz®leges s ∈ S állapotra

(T ∗V )(s) = max
a∈A

E
[
r0 + γ · V (s1)

∣∣∣s0 = s, a0 = a
]
=

= max
a∈A

∑
s′∈S

P(s, a, s′) ·

(
E
[
r0

∣∣∣s0 = s, a0 = a, s1 = s′
]
+ γ · V (s′)

)
.

megjegyzés 3.1. Tetsz®leges V : S → R értékfüggveny esetén egy π stratégia mohó stratégia a
V -re vonatkozóan, ha π(s) = argmaxa∈A E [r0 + γ · V (s1) | s0 = s, a0 = a]. Ekkor T πV = T ∗V .

tétel 3.2. T ∗ γ-kontrakció

Bizonyítás: Az állítás könnyen adódik abból, hogy tetsz®leges V , V ′ ∈ BS és s ∈ S esetén, egyA-beli
α-t úgy választva, hogy maxa∈A E[r0 + γ · V (s1)|s0 = s, a0 = a] = E[r0 + γ · V (s1)|s0 = s, a0 = α],

max
a∈A

E[r0 + γ · V ′(s1)|s0 = s, a0 = a] ≥E[r0 + γ · V ′(s1)|s0 = s, a0 = α] ≥

≥E[r0 + γ · V (s1)|s0 = s, a0 = α]− γ · ‖V − V ′‖∞ .
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De�niáljuk a V ∗ értékfüggvényt a következ®képpen: V ∗(s) = maxπ V
π(s), s ∈ S, és egy adott

s állapotra jelöljön πs mindig egy olyan stratégiát, melyre éppen V ∗(s) = V πs
(s). Legyen π∗ egy (de-

terminisztikus!) mohó stratégia a V ∗-ra vonatkozóan, azaz π∗(s) = argmaxa∈A E [r0 + γ · V ∗(s1) | s0 = s, a0 = a].

E
[
r0 + γ · V π∗(s1) | s0 = s, a0 = π∗(s)

]
=V π∗(s) ≤

≤V ∗(s) =

=V πs
(s)

(BE−TD)
=

=E
[
r0 + γ · V πs

(s1)
∣∣ s0 = s, a0 = πs(s)

]
≤

≤E [r0 + γ · V ∗(s1) | s0 = s, a0 = πs(s)] ≤
≤max

a∈A
E [r0 + γ · V ∗(s1) | s0 = s, a0 = a] =

=E [r0 + γ · V ∗(s1) | s0 = s, a0 = π∗(s)] ,

következésképpen 0 ≤ V ∗(s) − V π∗(s) ≤ γ · E
[
V ∗(s1)− V π∗(s1)

∣∣ s0 = s, a0 = π∗(s)
]
≤ γ · ‖V ∗ −

V π∗‖∞. Supremumot véve kapjuk, hogy ‖V ∗−V π∗‖∞ ≤ γ·‖V ∗−V π∗‖∞, ami miatt ‖V ∗−V π∗‖∞ = 0
(tekintve, hogy γ < 1), vagy V ∗ ≡ V π∗ . Azaz a fenti egyenl®tlenségek mind egyenl®ségek, és

V ∗(s) =V π∗(s) = max
a∈A

E
[
r0 + γ · V ∗(s1)

∣∣ s0 = s, a0 = a
]
= (T ∗V ∗)(s) . (BE-DP∗)

Ez a fenti tétellel, valamint a Banach-féle �xponttétellel együtt adja, hogy:

következmény 3.3. T ∗-nak pontosan egy �xpontja létezik, és az V ∗. Ezen felül tetsz®leges V0 =
V ∈ BS és Vt+1 = T ∗Vt, t = 0, 1, . . . esetén ‖Vk − V ∗‖∞ = O(γk).

Tehát létezik optimális stratégia, és az π∗. A föntiekre épül a (BE-DP∗) egyenl®ségb®l kiinduló
stratégia iteráció ([1], 4.3 szekció, 98. o.) valamint az érték-iteráció algoritmus ([1], 4.4 szekció, 102.
o.). Kapcsolódó példák: [1] 3.12 példa (3.8 szekció, 78. o.) és 4.1 példa (4.1 szekció, 94.o.).
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