Jelen jegyzet lényegében Vijay V. Vazirani: Approximation Algorithm cimi konyvének [11] egy
kivonata.

1 Tematika

e alapfogalmak

e HALMAZLEFEDES, CSUCSLEFEDES, ALTALANOSITOTT CSUCSLEFEDES; mohé algoritmus, szin-
tezés

e SHORTEST SUPERSTRING: visszavezetés a HALMAZLEFEDES problémara, tovabba egy 4-kozelit6
algoritmus

® MAX-SAT (MAX-k-SAT), random modszer és derandomizécio, 6n-visszavezetési fa

o ecllipszoid algoritmus

o MAX-VAGAS, szemidefinit-programozais, Goemans-Williamson algoritmus

e dualitas, (relaxalt) primal/dual kolesonos feszességi kritériumok, primal-duél séma

e MINIMALIS MULTIVAGAS és egy kozelit§ megoldasa fak esetén primal-duél sémaval

e VALLALATELHELYEZES és egy kozelité megoldasa primal-dual sémaval

e LEGKISEBB VEKTOR és egy kozelité megoldasa az LLL algoritmus segitségével

e leszamlalasi problémék és a #P osztily, FPRAS, DNF MEGOLDASAINAK LESZAMLALASA

o PCP-tétel, KLIKK kozelitésének nehézsége

1.1 Alapfogalmak

() eldbntési problémak (€) optimalizalasi problémak
0 faktord approximéciés algoritmus
(vagy 0-kozelits algoritmus)

(B) nyelvet felismerg algoritmus (n)

(v)  (polinomialis) tantisitvény ) a faﬁkt/or? (polinomialis) approximacios
tanusitvany o

(6) polinomialis idejd visszavezetések (k) apprcix1mac1os faktort megdrz6 vissza-
Je e andomizaTt M

() randomizalt algoritmusok (RP, ZPP) | ()) ¢, ‘AT 0rH FAndomizait approximacios
algoritmus

(o) Eldontési probléma: adott L C {0,1}* (altalaban valamilyen kompakt forméban megadva) és
x € {0,1}* esetén valaszoljuk meg, hogy x eleme-e L-nek!

(8) Egy L C {0,1}* nyelv pontosan akkor eleme P-nek, ha van olyan M polinom idékorlatos
(determinisztikus) Turing gép, hogy minden = € {0,1}* esetén M(z) =1 < z € L.



(v) Egy L C {0,1}* nyelv pontosan akkor eleme NP-nek, ha van olyan p polinom és olyan M
polinom idékorlatos (determinisztikus) Turing gép, hogy

— minden z € L-hez taladlhato olyan, legfeljebb p(|x|) méretd y, melyre M(x,y) = 1, (ezen
y-t hivjuk polinomidlis tanisitvanynak), és

— minden z € L esetén minden legfeljebb p(|x|) mérett y-ra M(z,y) = 1.

(6) Az L; € NP nyelv polinomiélis idében visszavezethetd az Ly € NP nyelvre (jelolésben
L1 < Ls), ha létezik olyan polinom idgkorlatos Turing gép, melynek outputja pontosan akkor
Lo-beli, ha inputja Li-beli.

(e) Egy L C {0,1}* nyelv pontosan akkor eleme RP-nek, ha van olyan p polinom és olyan M
polinom idékorlatos (determinisztikus) Turing gép, hogy

— minden x € L esetén a legfeljebb p(|z|) méretii y-ok legaldbb felére M (z,y) =1, és
— minden z € L esetén minden legfeljebb p(|z|) mérett y-ra M(z,y) = 1.

(¢) Egy optimalizalasi probléma egy II = (D, S, objir, m) rendezett négyes, ahol

?
— Dy: a probléma érvényes példanyai. Kell: I € Dy hatékonyan (I méretében — azaz
|I|-ben — polinomialis id6 alatt) eldonthetd.

— Az Sp fiiggvény egy I € Dy problémapéldanyhoz I lehetséges megoldasait rendeli hozzé.
Kell: Sr(I) # 0, és minden s € Sip(I) mérete I-ben legfeljebb polinomiélis, illetve hogy
legyen polinomidlis algoritmus, mely tetszéleges (s,I) par esetén eldonti, hogy (s,I)
eleme-e Str(I)-nek.

— objy : {(s,I): I € Dy,s € Su(I)} — Q% polinom idében kiszdmithato.
— m vagy “minimalizalasi feladat” vagy “maximalizalasi feladat” attél fiigg&en, hogy a
legkisebb obj értékd megoldast keressiik, vagy a legnagyobbat.

(n) A egy § faktori approximacios algoritmus egy II minimalizalasi probléméra (& : ZT — QV),
ha barmely I € Dy esetén A visszaad egy s € Sp(I) megoldéast, melyre obj;(I,s) <
S(|I])OPTr(I). (Maximalizalasi probléma esetén objy(1,s) > 6(|1|)OPTr(1)). A-t6l nyilvan
azt is elvarjuk, hogy id6ben hatékony legyen.

(0) « faktora (polinomialis) approximécios tanusitvany

k) Approximacios faktort megdrz visszavezetés egy 117 minimalizaldsi probléméarol egy Ils min-
A . 7z s f kt t g/} P . t/ g H . - ln ;1/ . bl; z /1 g H .
imalizalasi probléméra egy olyan (f, g) polinomialis futasidejii algoritmus par, ahol

— minden I € II; esetén Iy = f([l) € Ily, és OPTH2 (IQ) < OPTH1 (Il), és
— minden t3 € Sm,([2) esetén t; = g(I1,t) € S, (I1), melyre objy, (I1,t1) < objp, ({2, 2).

(A) A egy ¢ faktorn randomizalt approximécios algoritmus a IT minimalizélési problémahoz, ha
barmely I € Dy esetén A kimenete egy olyan s € Sp(I), melyre

P (objn(I, S) < 8(|1)) - OPTH(I)> >1/2
(és A futasideje polinomialis).

Megjegyzés: L € co-NP < L € NP, L € co-RP < L € RP, ZPP = coRP NRP.



2 Approximacidés garancia, és annak javithatésaga

Ha egy A algoritmus egy problémahoz annak egy v paramétere alapjan allit el6 megoldast, és minden
I € Dy esetén fennallnak a kovetkezd Osszefiiggések:

(a) f(v(I)) < OPTu(I)
(b) A(I) < g(v(1))
(¢) g =h(f)

valamely f,g,h: QT — QT fiiggvényekre, akkor h nyilvan felss becslés A approximacios faktorara.
Amennyiben az

(a) f(v(I)) < OPTn(I)
(b’) OPTn(I) < g(v(I))

egyenl6tlenségek élesek, h-nal jobb approximéacios faktor eléréséhez v-n kivill egy-egy példany egyéb
specialis tulajdonsagait is ki kell hasznalni.



3 Moho algoritmus

3.1 Halmazfedés (set cover)

Egy U halmaznak halmazfedése az U valamely részhalmazaibol allo {U{,...,U;} halmaz, ha U =
Ut Us.

HALMAZFEDES
Input: egy (U,U, c) rendezett harmas, ahol
e U egy (véges) halmaz,
o U={Ui,...,U} az U részhalmazainak egy halmaza,
o ésc:{l,...,k} — Q egy koltségfiigguény.
Output: egy S C{l,...,k}, melyre {U; : i € S} fedi U-t: U = U;esU;.
Cel: > icgcli) — min.

3.2 Logaritmikus approximacié6 a HALMAZFEDES probléméahoz

megjegyzés 3.1. Tekintsiik a HALMAZFEDES probléma egy (U,U, c) rendezett harmassal megadott
példdnydt. Egyu € U elem gyakorisaga alatt az u-nak azU-ban vald eléforduldsai szamdt értjik, azaz
az {U" € U : uw € U'}| értéket. Ha minden elem gyakorisdga legfeljebb ketts, akkor a CSUCSLEFEDES
probléma (sulyozott vdltozatdnak) egy példanydt kapjuk.

Algorithm 1 MoHOHALMAZFEDES(U, {Uy, ..., Uk}, c)

1 i:=0,0U):=0 { i: iteraci6 szamlalo; Us: az els6 ¢ iterdcioban lefedett pontok halmaza}
2. while U; # U do

3 1:=1+4+1

4:  Legyen j; az atlagar;(j) := ¢(j)/(|U; \UZ 1|) dtlagdr-figgvény egy minimumbhelye

5. {atlagar; értelmezési tartoméanya {1,...,k}\ {j1,...,5i-1} }

6 UL‘ = ~i71 U Ujj

7: end while

8: return S = {j1,...,Ji}

tétel 3.2. A HALMAZFEDES probléma tetszdleges (U,U,c) példinya, annak bdarmely S, optimdlis
megolddsa és a MOHOHALMAZFEDES(U,U, c) dltal szolgdltatott S output esetén 3, qc(j) < (1 +

log |U1) 3 _jes. ¢(d)-

Proof. Jelolje ¢ a while ciklus iterdcidinak szamét. A ciklus minden i-edik iterdciéja utan, a j;
kivalasztasandl alkalmazott stratégia illetve Ujeg, U; = U miatt

S (s >Z<\U \ il ”) 2105\ Gl aloga ) > o) 0 Gl
U\ i
1)



(ahol nincs mésként jelolve, ott a j index mind a szummékban mind a minimalizalas soran a
{j € 8¢ : U; \ U; # 0} halmazon fut végig). Felhasznalva az atlagarra az el6bbi egyenl6tlenségbol
kapott egyenlétlenséget kapjuk, hogy

¢ ) ¢ ] ~ 1) ‘sz \ UZ 1‘ . 1
SUES TRTREAUSIE Dort) B ot e Dot M bor
€S i=1 JES« ‘ \ i—1 | JES« t=1
ahol az utolso egyenlétlenség abbol kdvetkezik, hogy minden 1 < ¢ <t egészre

U\ Ui_1| 1 1 1 1 1
— = b < — + . .
[U\Ui—a| U\ Ui [U\Uit] — [U\Uiza|  [U\Uiza| =1 U\ Uil +1

O

példa 3.3 (a 3.2 tétel élessége). Rogzitsiink eqy tetszéleges n € N és € € (0,1) konstanst. Legyen
U=A{1,2,...,n}, dlljonUd azUy; = {1}, ..., U, = {n}, Upy1 = {1,2,...,n} halmazokbdl, és legyen

c(n+1) = 1+e illetve c(i) = 1/1 i=1,...,n. A MOHOHALMAZFEDES az (U,U,c) HALMAZFEDES
példdinyhoz az 1+ 1/2+1/3 + - 1/n > logn koltségi S = {1,...,n} oulputot konstrudlja mey,

holott az optimdlis megoldds az (1 + €) koltségd S, = {n+ 1} fedés.

megjegyzés 3.4. A fenti mohd algpritmus optimalitdsdt Feige [2] igazolta. Pontosabban azt mutatta
meg teszdleges § € (0,1) konstans esetére, hogy ha van olyan algoritmus, mely minden (U, U, c) HAL-
MAZFEDES példdnyhoz hatékonyan elédllit egy olyan fedést, melynek szdmossdga legfeljebb (1 — 0) -
(log |U|)-szorosa az optimdlisénak, akkor minden NP-beli problémdhoz létezik n®1°8198™) futdsideji
determinisztikus algoritmus (ahol n az adott NP-beli probléma méretét jeloli)—ami ellentmond az
igynevezett Exponencidlis 1dd sejtésnek [6].

megjegyzés 3.5. Gyakorisigon alapuld approximdcio a HALMAZFEDES problémdhoz: ldsd a Fela-
datsort!



4 Szintezés

4.1 Csucslefedés (vertex cover)

Legyen G = (V, E) egy tetszoleges graf. Egy v € V cstcsra illeszkedd élek szamat jelolje deg(v).
Egy V' C V halmaz csicslefedés, ha az minden E-beli élnek legalabb egyik végpontjat tartalmazza.
Egy M C E halmaz pdrositds, ha semelyik két kiilonb6z6 M-beli élnek nincs kézos végpontja.

CSUCSLEFEDES
Input: egy (G, w) par, ahol
o G =(V,E) egy graf,
o w:V — Q pedig egy silyfiggvény.
Output: egy V' fedés.
Cel: > cyrw(v) — min. Jelolje e minimumot MINCSL(G,w)

definicidé 4.1. Egy CSUCSLEFEDES példdny silyozatlan, ha a silyfiigguénye konstans 1.

4.2 2-kozelit6 algoritmus a CSUCSLEFEDES probléméahoz

definicié 4.2. Legyen G = (V, E) egy tetszdleges grif. w:V — Q fokszamaranyos silyozas G-hez,
ha van olyan ¢ € R konstans, hogy minden v € V' csics esetén deg(v) = ¢ - w(v).

lemma 4.3. Legyen G = (V, E) tetszdleges grif, w : V. — Q pedig egy fokszdmardnyos silyozds
G-hez. Ekkor G barmely csicslefedésének értéke legaldabb (1/2) -, oy w(v).

Bizonyitds: Legyen c¢ az a konstans, melyre ¢- w(v) = deg(v) minden v € V csucsra. Ekkor egyrészt
> vey € w(v) = 2|E| , hiszen a V-beli cstucsok fokszdmdsszege pontosan 2|E|. Masrészt viszont
barmely V' fedésre » v c- w(v) > |E|, hiszen a V'-beli cstcsok fokszamosszege legalabb |E|.
Tehat Y oy c-w(v) <23 v c-w(v), amibdl 2¢-vel valo osztas utdn kapjuk a lemma allitasat. O

Algorithm 2 SzINTEZESESCSUCSLEFEDES(G = (V, E),w: V — Q)

1: 1:=0, wy:=w {i: iteracio szamlalo; w;: aktudlis sulyozas;}

2: Ag:=0, By:=0 {4;: bevélasztott pontok; B;: kihagyand6 pontok}

3: repeat

4: 1:=14+1

5. w;: V — Q sulyfiiggvényt valasszuk a 4.4 tételben leirtak szerint  {ezaltal 0 < w; < w;_1}
6: w; = wi—1 — W; {ezéltal w; = w — 2321 wj}

7 A; = {1) eV U)Z'(U) = 0} {ezaltal A, DA _1D---D Al}

8:  B;:={v €V :v szomszédai mind A;-beliek} {ezdltal B; D B;_1 2 --- 2 By}

9: until V = A; U B;

10: return A;

tétel 4.4. Legyen (G = (V,E),w : V — Q) egy tetszdleges példinya a CSUCSLEFEDES problémdnak.
Legyen tovdibbd A a SZINTEZESESCSUCSLEFEDES algoritmus outputja a (G,w) inputon, az i-edik
iterdcidban a w; figgvényt gy vdlasztva, hogy az



(a) az (Ai—1 U B;_1) halmazon azonosan 0,
(b) sehol sem nagyobb w;_1-nél, de van olyan v € V; =V \ (A;—1 U Bi_1), hogy w;(v) = w;_1(v),
(¢) a V; halmazra megszoritva fokszamardnyos silyozds a G grif V; dltal feszitett részgrdjan.

Ekkor az algoritmus repeat ciklusa legfeljebb |V| alkalommal fut le, és barmely V' fedés esetén
Yoweaw(v) 2% oy w(v) teljesil. Specidlisan ), o, w(v) < 2- MINCSL(G,w).

Bizonyitds: Jeldlje ig az iteraciok szamat. ig < |V| igazolasdhoz el6szor is vegyiik észre, hogy A;
mindig b6vebb lesz A;_1-nél (pl. a (b) pontban megadott feltételt teljesité v benne lesz A;-ben, de
nem lesz eleme A;_1-nek), és igy |A4;| >4, i =1,...,4ip. Masfels] viszont A; C V, és igy |A4;| < |V].
Kovetkezésképpen ig < [A4;,| < |V].

A tétel masik allitdsanak igazoldsdhoz elGszor vegyiik észre, hogy

i io
wv) = ( (Aikgstr.) w;(v) (wikgstr.) sz(v) (2 ) — Z@i(v)’ ve (Ai\Ail1), i=1,... i ,
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Az algoritmus outputjanak osszkoltsége (bevezetve az Ay = () jelolést)

Vi def

S w(v) = (Q Y Y=Y a2 Y ww) ) 22;

veA vEA;, i=1 i=1 vEA;, i=1 ve(Aip\Ai—1)

Ha V' csucslefedés G-hez, akkor V/ NV} is csucslefedés G (V' NV;) altal feszitett részgrafjahoz, igy

(4 3 1emma)

sz < 2 Z w;(v) .

veV; ve(V'NV;)

Végiil pedig

Z > il —( gzv ZZwZ f(?’))gz:w(v).

i=1 ve(V'NV;) veV! i=1

megjegyzés 4.5. Kordbbi eredményeket megjavitva Hastad [5] megmutatta, hogy amennyiben P #
NP, akkor barmely € € (0,1) esetén egy hatékony algoritmus nem képes tetszéleges grafhoz mindig
olyan fedést konstrudlni, melynek silya az otpimdlisénak legfeljebb (7/6 — €)-szorosa. Khot és Regev
[9] pedig azt igazolta, hogy ha még eqy erdsebb sejtés, az tugynevezett Unique Games sejtés [7] is
teljesiil, akkor nemcsak az optimum (7/6 — €)-szorosdt, hanem a (2 — €)-szorosdt sem lehet elérni
hatékony algoritmussal — a fenti algoritmus tehdt lényegében optimdlis.



5 Visszavezetés

5.1 Legrovidebb szofedés (shortest superstring)

Egy ¥ dbécé feletti szo (vagy egyszertien szo) alatt a X = U (X" halmaz egy tetsz6leges elemét
értjiik. Egy a = (a1,...,a,) € X" résszava egy b = (by,...,by) € X™ szénak, ha létezik olyan
¢ < m —n nemnegativ egész, melyre ay = bypy1,...,a, = bpipn. Az a € X" s26 hossza n (jelolésben:
la| = n). Egy s € ¥ sz6 fedése szavak egy & C ¥* halmazanak, ha minden S-beli sz6 részszava
s-nek. Végiil pedig egy s sz6 esetén jeldlje reszszo(s) az s Osszes részszavat tartalmazé halmazt.

LEGROVIDEBBSZOFEDES
Input: szavak egy véges S = {s1,...,s,} halmaza.
Output: S egy s fedése
Cél:  |s| — min.

Szavak egy tetsz6leges S = {s1,..., sy} halmaza esetén legyen
S° = {O’ o8, eS, ol =" +k, oi=si, oppy =5, i=1,...,|5], jzl...,\s”]} .

5.2 Logaritmikus approximicié a LEGROVIDEBBSZOFEDES probléméahoz

tétel 5.1. Legyen S = {s1,...,s,} a LEGROVIDEBBSZOFEDES egy példinya. Futtassuk a MoO-
HOHALMAZFEDES algoritmust az (S,{reszszo(c) : 0 € S§°},¢) HALMAZFEDES példdnyon, ahol
c(reszszo(o)) = |o|. Az algoritmus outputja {reszszo(o) : o € S8’} valamely 8" C S° részhalmazra.
Ezen feliil teljesiil, hogy az S'-beli szavak (tetszdleges sorrendben torténd) dsszefizésével elddllitott s
520 fedi S-et, hossza pedig legfeljebb (2 + 2 - logn)-szerese az S barmely mdsik fedésének.

Bizonyitds: Az altalanossig megszoritdsa nélkiil feltehetd, hogy S egyik szava sem részszava a
mésiknak. Az alabbiak sorén az s hosszara adott korlatot igazoljuk; a tétel tobbi allitdsa trivialis.

s |ABAAACDABECDABCAADEABCEEEB

1. Legyen s’ € ¥* egy fedése S-nek.

s7 [ABAAACD
2. Helyezziik el az S-beli szavakat gy, 85 AAACDABEC
hogy mind megfelelGen illeszkedjen 51 ACDABECDAB
s'-re. 83 CDABC
59 DABCAAD
3. Alakitsunk ki blokkokat, az i + 1- 5

edikbe mindig belevéve az els§ 1
blokkbol kimaradtak kozil egyrészt 4

a legbaloldalibbat, méasrészt pedig az 58
ezzel fedésben levéket — méast sem- 52
mit. Jeldlje ¢ a blokkok szamét. w1 [ABAAACDABECDAB
. ) U CDABCAAD
4. Legyen m; az s’ sz6 azon része, ame- s AADEABCEFE
lyet az ¢-edik blokkban levé szavak 7r4 FB

fednek. Ekkor m; € S°.



A {reszszo(m;) : i = 1,...,t} hal-
maz nyilvanvaléan fedése az é&llitasban
megadott (S, {reszszo(o) : o € S°},¢)
HALMAZFEDES problémanak, a blokkok konstrukciojabol adsdéan pedig [s'] > S17/21 [y 4|
tovabba |s'| > Zth:/f ! |T2i|, azaz ezen fedés koltsége legfeljebb 2|s'|. Kovetkezésképpen (a 3.2 tételbol
adodoan) > .o |o] < (logn +1)-2- 5. O

megjegyzés 5.2. A LEGROVIDEBBSZOFEDES problémdhoz adhaté olyan algoritmus, mely outputjd-
nak hossza mindig legfeljebb hdromszorosa az optimdlisénak (ldsd pl. Vazirani konyvét [11]).



6 Visszavezetés 2: stlyozott és siilyozatlan problémak

A jelen fejezetben példat latunk arra, hogyan vezethetjiik vissza a stlyozott optimalizaldsi problémak
kozelitését salyozatlanokéra. Az alabbiakban foltessziik, hogy a stlyok mind egészek; ez mégsem
jelent kiillénosebb megszoritast, hiszen barmely w sulyfliggvényt felszorozva az értékkészletében
lévE tortek nevezdinek legkisebb kozos tobbszordsével, az eredetivel ekvivalens példanyokat kapunk
(legalabbis az altalunk vizsgélt problémak esetében).

6.1 MINSAT

MINSAT
Input: egy (C,w) par, ahol
e (C klozok halmaza,
e w:C(C — N pedig egy sulyfiiggvény.
Output: ¢ valtozéinak x értékadasa.
Cel: > cec.o(w=1 w(C) — min. Jeldlje e minimumot MINSAT(C, w).

A MINSAT probléma egy (C,w) példanya silyozatlan, ha a w stulyfiiggvény azonosan 1.

6.2 A MINSAT, a CSUCSLEFEDES, a stulyozatlan MINSAT és a sulyozatlan
CSUCSLEFEDES egyforméan jol kozelithets

A kovetkezs tételt négy lépésben latjuk be, a négy problémét lancszerdien egymésra visszavezetve (és
felhasznélva, hogy mivel minden silyozatlan MINSAT példany egyben silyozott MINSAT példany
is, a sulyozatlan valtozat legalabb olyan jol kozelithets, mint a silyozott).

tétel 6.1. A MINSAT, a sulyozatlan MINSAT, a CSUCSLEFEDES és a sulyozatlan CSUCSLEFEDES
problémdk lényegében ugyanolyan jol kézelithetdk: ha bdrmelyikhez van olyan hatékony algoritmus,
mely az adott probléma tetszdleges példdanydhoz mindig olyan megolddst generdl, melynek silya a
minimdlisénak legfeljebb a-szorosa, akkor tetszdleges € > 0 konstans esetén létezik a mdsik hdromhoz
1s olyan hatékony algoritmus, mely minden példdnyhoz olyan megolddst konstrudl, melynek silya a
minimadlisénak legfeljebb (o + €)-szorosa.

Els6 lépésként azt 1latjuk be, hogy a stulyozatlan CSUCSLEFEDES legalabb olyan jol kozelithetd,
mint a silyozatlan MINSAT.

lemma 6.2. Tegyik fel, hogy van olyan o > 1 konstans és A hatékony algoritmus, melynek tet-
sz6leges C klozhalmaz melletti A(C) outputja egy olyan értékadds, mely legfeljebb o - MINSAT(C, 1)
darabot elégit ki C klozai kozil. (Itt 1 az azonosan 1 figgvényt jeloli.) Ekkor létezik olyan hatékony
B algoritmus, mely tetszéleges G grdafhoz elddllitia annak egy olyan B(G) csicsfedését, melyben
legfeljebb o - MINCSL(G, 1) cstics szerepel.

Bizonyitds: Legyen (i tetsz6leges graf I élhalmazzal és n elemd V' = {v,...,v,} cstcshalmazzal.
Konstrualjuk meg a (; = <\/j<i:(vi,vj)€E x”> v (\/j>i:(vi’vj)€E @]) ,1=1,...,nklézokat, és legyen
={Cy,...,Cp}.
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Ekkor egyrészt teljesiil MINSAT(C, 1) < MINCSL(G, 1), hiszen G tetsz6leges V! C V cstic-
slefedéséhez létezik egy olyan x értékadas, mely barmely v; & V' és (vs,v;) € E ¢él esetén z; j-hez
pontosan akkor rendel igazat, ha ¢ > j, és igy C;-t hamissa teszi.

Masrészt B(G) = {v; : A(C) mellett igaz C;} a G-nek cstucsfedése lesz, és pontosan annyi csicsot
tartalmaz, amennyi C-beli klozt A(C) kielégit.

Tehat B(G)/MINCSL(G, 1) < A(C)/MINSAT(C,1) < a. O

A maésodik lépésben azt igazoljuk, hogy a stlyozott CSUCSLEFEDES ugyanolyan jol kozelithetd,
mint a stlyozatlan, amennyiben a stlyok “nem tal nagyok”.

lemma 6.3. Tegyiik fel, hogy van olyan o > 1 konstans és A hatékony algoritmus, mely tetszdleges
G’ grifhoz elddllitia annak egy olyan A(G') csicsfedését, melyben legfeljebb - MUNCSL(G', 1) estics
szerepel. (Itt 1 az azonosan 1 figguényt jeloli.) Ekkor létezik olyan hatékony B hatékony algoritmus,
mely tetszéleges G grdf és tetszéleges W : V(G) — {0,1,...,n%} silyfigguény esetén (ahol n a G
cstcsszamdt jeloli) elddllitia G egy olyan Vo = B(G, W) csicslefedését, melynek w melletti dsszsilya
> ety W(v) < a- MINCSL(G, w).

Bizonyitds: Legyen (' tetsz6leges graf /2 élhalmazzal és 7 elemt V' = {v,...,v,} cstcshalmazzal.
Konstrualjuk meg a = (V',£') grafot, ahol V! = {v;p : 1 < i < n, 1 < < w(v)} és
E = {(Ui,ﬂavj,k:) : (’UZ',UJ') el 1</(<L ’LZ)(Uk), 1</i< UNJ(’Uk»)}.

Ekkor egyrészt teljesiil MINCSL(G', 1) < MINCSL(G, w), hiszen G’ tetsz6leges Vi C V' cstic-
slefedése esetén Vo = {v; ¢ : v; € V1,1 <€ < w(i)} csucslefedése lesz G-nek, ami raadasul legfeljebb
annyi csticsot tartalmaz, amekkora Vi @ melletti v @ (v) stlya.

Masrészt konnyen lathato, hogy B(G) = {v; : viy € A(G'),¢ = 1,...w(i)} csiucsfedése G-nek
(ugyanis minden (v;,v;) € E él esetén, ha v;y ¢ A(G) valamely 1 < ¢ < w(v;) indexre, akkor
a {(vig,vj) 1 <€ < w(vg),1 < €< w(vg)p} € F élek lefogasdhoz A(G)-nek tartalmaznia
kell minden v;y, 1 < k < w(v;), cstcsot), rdadasul @ melletti -, c gy w(v) stlya nem haladja
meg A(G') szamossdgat. Tovabba az is teljesiil, hogy G’ megkonstruilasinak idGigénye n-ben
polinomiélis.

Tehat B(G)/MINCSL(G,w) < A(G")/MINSAT (G, 1) < a. O

A kovetkez6 1épés annak belatasa, hogy az el6z6 1épésnél megfogalmazott stlykorlat nem tal nagy
megkdtés: a CSUCSLEFEDES tetszdleges példanyahoz lényegében ugyanolyan jé kozelité megoldas
adhat6, mint azokhoz, amelyeknél a siilyok “nem tul nagyok”.

lemma 6.4. Tegyiik fel, hogy van olyan o > 1 konstans és A hatékony algoritmus, hogy A minden
G = (V, E) grdf és minden w : V(G) — {0,1,...,n%} silyfigguény esetén (aholn a G csiicsszamdt
jeléli) a G egy olyan Vo csiicslefedését adja vissza, melyre ), oy, w(v) < - MINCSL(G, w). Ekkor
barmely ¢ > 0 konstanshoz létezik olyan hatékony algoritmus, mely minden G = (V, E) grif és
minden w : V(G) — N silyfiggvény esetén G egy olyan Va csicslefedését adja vissza, melyre
> e, W) < (a+¢€) - MINCSL(G, w).

Bizonyitds: Legyen (' tetsz6leges graf, w : V(G) — N pedig tetszéleges sulyfliggvény. Legyen

tovabba 1| = SZINTEZESESCSUCSLEFEDES(G, w) és 51 = s1(G,w) = ), oy, w(v). Jeldlje végiil 1 a
G cstcsainak szamét, o : V(G) — {0,1,...,n?} pedig azt a sulyfiiggvényt, melyre

n2-w(v)J <
o[22 ot <
n? egyébként
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v € V(G). Ekkor tehat G barmely V' cstucsfedése esetén

Y w(v) > % 3 ) = % - MINCSL(G, @(v)) |

veV’ veV’
ami miatt s
MINCSL(G, w) > ~5 - MINCSL(G, @(v)) . (4)
n
Legyen most V), = A(G, @), és legyen a 1, csucslefedés Vf, amennyiben w(v) < s; minden v € Vjp

cstcs esetén, illetve legyen Vo = V) egyébként. Barmelyik eset is adodik eld,

S aw) > Y () (5)

veEV) veEVy

mindenképpen teljesiil, ugyanis ha V5 # Vp, akkor w(vg) > s1 valamely vy € V| cstcs esetén, és igy

n2 n2
D dw(w) Z () =nt=— s =— Y w) =D )= W) .
veVh 51 51 veEV] veEV] vEVS

Ezen feliil V5 minden v csicsara w(v) < s1, ebbdl adéddan pedig

S we) <23 (1 +ae) < 2 [0+ S aw) | (6)

veVa veVy veVa
Mindezekbdl kovetkezGen

> vev, W(v) © (s1/n%) - (n+ 3, e, W(v)
MINCSL(G,w) ~ MINCSL(G, w) B

_ S1 (Sl/nz) ) EUEVQ w(v) <
~n - MINCSL(G, w MINCSL(G,w)  —
1)1 > v, W(Y

e B
n + MINCSL(G,w) —
(%)l N > vevy W) -
n  MINCSL(G,w)
Sl +a .
n

Azaz n < 1/e esetén az Osszes lehetséges csucslefedést végigprobélva, n > 1/e esetén pedig Vo-t
visszaadva, egy polinomiélis futasideji algoritmussal megkonstrualtuk G egy olyan csucslefedését,
melynek w melletti dsszsulya a minimalisan elérhetének legfeljebb (a + €)-szorosa. O

Végiil megmutatjuk, hogy a MINSAT legalabb olyan jol kozelithat, mint a. CSUCSLEFEDES.

lemma 6.5. Tegyiik fel, hogy van olyan o > 1 konstans és A hatékony algoritmus, mely minden
G = (V,E) grdf és minden w : V(G) — N silyfiggvény esetén G egy olyan Vi csicslefedését adja
vissza, melyre 3, oy w(v) < o - MINCSL(G,w). Ekkor létezik olyan hatékony B algoritmus, mely
tetszdleges C klozhalmazt és w : C — N silyfiigguényt kapva inputként elddllit eqy olyan értékaddst,
mely dltal kielégitett C-beli klozok w melletti osszsilya legfeljebb oo - MINSAT(C, 1).

12



Bizonyitds: Legyen C = {C',...,(C,} klozok egy tetszéleges halmaza, w : C — N pedig egy tet-
sz6leges sulyfiiggvény. Konstrualjuk meg a ¢ = (17, I) grafot, ahol V = {1,...,n} és E = {(i,]) :
van olyan valtozo, mely C; és C; egyikében negalva, masikiaban negalatlanul szerepel}.

Ekkor egyreszt teljesiil MINCSL(G,w) < MINSAT(C,w), hiszen tetsz6leges b értékadas esetén
Vo = {i : b kielégiti a C;jklozt} csucslefedés (hiszen barmely (i,j) € E él esetén C; és C; egyike
mindenképpen igaz kell legyen).

Masrészt a {C; € C : i ¢ A(G,w) klozhalmazban egyik véltozé sem fordul el§ negélva és
negélatlanul is, ezért definidlhato olyan B(C,w) értékadas, mely az el6bbiekhez igaz, az utobbiakhoz
pedig hamis értéket rendel. Raadédsul emellett minden olyan C-beli kléz hamis lesz, aminek indexe
nem szerepel Vo-ban — igy a kielégitett kl6zok w melletti dsszsulya sem haladja meg Vp-ét.

Tehat B(C,w)/MINCSL(C,w) < A(G,w)/MINSAT(G,w) < a. O

megjegyzés 6.6. Crescenzi, Silvestri és Trevisan ezen felil a MAXCUT sulyozott vdltozatdrdl is
megmutatta, hogy ugyanolyan jol kozelithetd, mint a silyozott (ldsd [1]).
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7 Derandomizalas a feltételes varhato értékek modszerével

7.1 MAXSAT

Egy x értékadas és egy C kloz esetén legyen C'(z) = 1 (méasként: x kielégiti a C klozt), ha x mellett
legalabb egy C-beli literal igaz értéket vesz fel; egyébként legyen C(x) = 0.

MAXSAT
Input: egy (C,w) par, ahol
e ( klézok halmaza,
e w:C — QF pedig egy stlyfiiggvény.
Output: ¢ valtozdinak z értékadasa.
Cel:  w(z,C) =3 cec.o(m=1 w(C) — max.

7.2 (1/2)-kozelités a MAXSAT problémahoz

Legyen (C,w) egy tetszbleges példanya a MAXSAT problémanak. Egy C' € C kldz hossza alatt a
literaljainak szamat értjiik (jelolésben hossz(C)). Vezessiik még be az ap = 1 — 27F jelslést.

Az egyszertiség kedvéeért tegyiik fel, hogy C a wvy,...,v, valtozok felett van értelmezve, és
legyen X = (Xq,...,X,) az a véletlen értékadas, mely a véaltozoknak egyméstol fiiggetleniil 1/2
valoszintséggel igaz, illetve hamis értéket ad. Ekkor tetszéleges C' € C klozra illetve x1,...,2; €

{0,1}, 1 <i < n, értékekre

[P)[C(X) - 1’)(1 =11,..., X; :xi] —E [C(X)’Xl — 1, X :xi] _

1, ha valamely j < esetén a j-edik valtozé negélva szerepel C-ben és z; = 0,
= vagy pedig negélatlanul szerepel C-ben és x; = 1, (7)
gy, egyébként, ahol /() az i-nél nagyobb indexii C-beli viltozok szama ,

tovabba a varhato érték linearitésa miatt

Wy 2:.(C) =T [w(X, C)‘X1 =z1,...,X; = xz} =

-y <w(0)-E[C(X)\Xlle,...,XizziD . (8)

ceC

Specialisan

Elw(x,c)] P=7 S (w(C) : (1 - 2h°SSZ(C>> ) > (1/2) 3 w(©) . 9)

ceC cec

allitas 7.1. Legyen X az a véletlen értékadds, mely a viltozékhoz egymdstdl fiiggetlenil 1/2 va-
loszinidséggel igaz illetve hamis értéket rendel. Ekkor az (1/2)-MAXSAT algoritmus a MAXSAT
probléma tetszdleges (C,w) példanydhoz polinom idében megkonstrudl egy olyan x értékaddst, mely a
C-beli klozok legaldabb Elw(X,C)] > (1/2)-> cce w(C) dsszsilyii részhalmazdt elégiti ki, azaz legaldbb
feleakkordt, amekkora mazimdlisan lehetséges.
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Algorithm 3 (1/2)-MAXSAT(C,w)
Require: (C,w) a MAXSAT probléma egy példanya

1: fori=1,...,ndo { Feltessziik: C a {v1,...,v,} valtozdk halmaza felett értelmezett}
20 if wyy 4 1.0(C) > way. 2 ,.1(C) then

3 ;=0

4: else

5 ;=1

6: end if

7: end for

8: return z = (z1,...,%y,)

Bizonyitds: (7) illetve (8) miatt az algoritmus futésideje polinomidlis az input méretében. FEzen
feliil a

Wey,... .z (C) = (1/2) ’ wxl,...,xi,O(X7C) + (1/2) * Wy, 2,1 (C)

Osszefiiggés illetve az algoritmus konstrukcidja kovetkeztében

9)
L w(0) € B (X0 S0, (€) € Sy, (€) = w(a.C)
ceC

a

megjegyzés 7.2. Az az n mélységd teljes bindris fa, melynek gyckerének cimkéje Elw(X,C)|, és
melyben egy Wy, . 2,(C) cimkéjd belsé csics két fidnak a cimkéje wy, ... 4,0(C) illetve wy, . 2,1(C)
a (C,w) onreducibilitasi faja. Az (1/2)-MAXSAT algoritmus egy ezen alapuld derandomizacios
mddszer, o feltételes varhato érték modszere, mely az X véletlen értékadds alapjdin konstrudl egy x
(determinisztikus) értékaddst, mely legaldbb olyan jo, mint amilyen X dtlagosan.
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8 Egészértéki programozasi feladat és LP-relaxacié

Legyen (C,w) a MAXSAT probléma egy tetszSleges példanya. Jeldlje C' € C kloz esetén Sj a
klozban negélatlanul szerepls szerepls valtozok indexét, S, pedig a negalva szereplkét. A (C,w)
példanyhoz tartozd egészértékd programozdsi feladat, illetve LP-relazdcid az 1. abran lathatd mo-
don definidlhaté. (Az el6bbire az angol elnevezésbdl adédoéan szokas roviden ILP-ként hivatkozni.)
Koénnyen lathato, hogy az ILP lehetséges megoldasai megegyeznek az eredeti feladat lehetséges
megoldésaival, és hogy mindkét feladatnak ugyanazon pontokban van az optimuma. A két prob-
léma tehat teljesen ekvivalens, és igy a nehézségiik is ugyanolyan. Ezzel szemben az LP-relaxacio
hatékonyan megoldhatd, viszont nincs meg az el6bb emlitett szoros kapcsolat a masik két problémé-
val. A kérdés tehét, hogy milyen modon tudunk az utobbi egy optimalis megoldésabél az elébbi
ketts problémahoz egy lehetséges megoldast konstrudlni, és hogy az mennyivel lesz rosszabb, mint
ezeknek az optimuma.

ILP LP relaxéci6
Doyt Y (1—y) >z, cec Doyt Y (1—y) >z, cec
i€SE i€Sg i€st i€eSg
zc € {0,1}, CecC zc € [0,1], CcecC
y; €4{0,1}, i=1,...,n y €10,1], i=1,...,n
Z w(C) — max Z w(C) — max
cec cec

Figure 1: ILP és LP-relaxéacié a (C,w) MAXSAT peéldanyhoz

8.1 (1—(1/e))-kozelités MAXSAT problémara

lemma 8.1. Legyen (C,w) a MAXSAT probléma egy tetszdleges példanya, legyen (y*,z*) a hozzd
tartozé LP-relaxdcid egy optimdlis megolddsa, és legyen Y = (Y1,...,Y,) az a véletlen értékadds,
ahol

ST B 78 hab=1
Pm_b]_{1—y; hab=0

minden i = 1,...,n esetén, eqymdstdl figgetlenil. FEkkor C tetszdleges C klozdra P[C(Y) = 1] >
By - 25, ahol k a C hossza és B, =1 — (1 — (1/k))".

Bizonyitds: Az éltalanossag megszoritasa neélkiil feltehets, hogy S; = 0. A szdmtani-mértani
kozepek kozotti osszefiiggés alapjan, és mert (y*, z*) lehetséges megoldasa az LP-relaxécionak,

k k

o) =1=1-TJa-uz1- |1 S0 | =1-[1- 2 %] 29 .

ieSE ieSE ieSE
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ahol g(z) = 1—(1—2/k)*. A g fiiggvény mésodik derivaltja nempozitiv a [0, 1] intervallumon, azaz
ezen az intervallumon g konkav, és igy g(z) > (1 — z) - g(0) + z - g(1) = z - k. Kovetkezésképpen a
fenti egyenlétlenség jobb oldala legalabb z¢ - By. O

allitas 8.2. Az 8.1 lemma dllitdsdban haszndlt Y wvéletlen értékadds szintén derandomizdlhats a
feltételes vdrhato érték mddszer seqitségével. Az ezzel a mddszerrel nyert y értékaddsra teljesiil, hogy

w(y,C) > Elw(Y,C].

8.2 (3/4)-es kozelités a MAXSAT problémahoz

lemma 8.3. Legyen (C,w) a MAXSAT probléma egy tetszdleges példinya, (y*,z*) pedig a hozzd
tartozo LP-relaxdcid egy optimdlis megolddsa. Legyen ezen feliill X a 7.1 dllitdsban szerepld, Y pedig
a 8.1 lemmdban megadott véletlen értékadds. Ekkor barmely C € C kloz esetén (1/2)- (Elw(X,C)] +
Ew(Y,C)]) > (3/4) - w(C) - 2.

Bizonyitds: Legyen B egy szabalyos érmedobds, és legyen T'= X, ha B fej volt, illetve T'=Y, ha
iras. Ekkor nyilvan (1/2)-E[w(X,C)]+ (1/2)-Elw(Y,C)] = P[C(T') = 1]. Ezen feliil barmely C' € C
kloz esetén a 8.1 lemma és a (7) egyenlStlenség kovetkeztében

]P[C(X) = 1] + P[C(Y) = 1] > Chossz(C) + Zé« : ﬁhossz(C) > o .O‘hossz(C') + ﬁhossz(C’)
2 = 2 =c 2 ’

hiszen 25 < 1. Marpedig oy + 81 = ap + 2 = 3/4, és minden k > 3 esetén oy, + B > (7/8) + (1 —
(1/e)) > 3/2. O

kovetkezmény 8.4. Legyen (C,w) a MAXSAT probléma egy tetszdleges példinya, és legyen x
illetve y a 7.1 illetve 8.2 dllitdsokban szerepld polinomidlis futdsidejd algoritmusok outputja a (C,w)
inputon. Ekkor x és y kézil legaldbb az egyik a C-beli klozoknak legaldbb (3/4)-szer akkora dsszsilyi
részhalmazdt elégiti ki, mint amekkora maximdlisan lehetséges.

Bizonyitds: Az &llitas kénnyen adodik a

max {w(z,C), w(y,C)} > max { E[w(X,C)], Elw(Y,C)]} (lasd a 7.1 és 8.2 allitasokat)
> (1/2) - (E[w(X,C)] + Elw(Y,C)])
> (3/4) - Z w(C) - 26 (lasd a 8.3 lemmat)
ceC
osszefiiggesbdl, ahol (y*, 2*) a (C,w) LP-relaxaciojanak egy optimalis megoldasa. m

megjegyzés 8.5. Kordbbi eredményeket megjavitva Hastad [5] megmutatta, hogy amennyiben P #
NP, akkor barmely € € (0,1) esetén egy hatékony algoritmus nem képes tetszdleges ¢ 3-CNF for-
muldhoz mindig olyan értékaddst konstrudlni, mely dltal kilégitett p-beli klozok szdma az otpimdlisé-
nak legaldbb (7/8 — €)-szorosa.
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9 Vektoriilis programozas

9.1 MaxCurt

Egy G = (V, E) gratban V1, Vo C V esetén (Vi, Va) egy wdgds, ha V a V; és Vs diszkrét unidja. Az
ezen vdgdshoz tartalmazo élek alatt az EN(Vy x Vo) élhalmazt értjiik, azaz azon E-beli élek halmazat,
melyek Vi-beli csicsokat kotnek Ossze Vo-beliekkel. A (V1, V) wdgds silya az E-n értelmezett w :
E — Q7" silyfiigguény mellett a hozza tartozo élek dsszstlya, Zee(Em(levg)) w(e).

MaxCuT
Input: egy (G, w) par, ahol
o G=(V,E) egy graf,
o w:FE — QF pedig egy silyfiiggvény.
Output: Egy (V1,V2) vagas G-ben.
Cel: >~ e(Bn(vixvy)) W(e) — max.

megjegyzés 9.1. A MaXCUT problémdhoz természetes mdodon konstrudlhato egy mohd algoritmus,
mely eqy tetszdleges (G, w) input esetén a G grif csicsait ugy osztja két részre, hogy a kiztik mend
élek dsszsilya legaldbb (1/2) - ZeeE(G) w(e) — és igy legaldbb fele a maximdlisan elérhetdének is.

9.2 Goemans-Williamson algoritmus: 0, 87856-kozelités a MAXCUT problémahoz

A 2. abréan lathato egy egészértéki programozasi feladat a probléméhoz. Fontos, hogy ennek minden
egyenlete mésodfoki, linearis tagok nélkiil. Az ilyen feladatokat hivjuk szigorian kvadratikus pro-
gramozdsi feladatnak. Ezek fontossdgat adja, hogy automatikusan tn. wvektoridlis programozisi fe-
ladat forméba irhatok 4t, melyek olyan optimalizalasi feladatok, ahol az n viltozo mind n-dimenzids
valos vektor, a célfiiggvény ezek belsGszorzatainak valamilyen linearis fliggvénye, a feltételek pedig
szintén ezen belsgszorzatokon értelmezett linearis egyenlétlenségek. Egy vektorialis programozési fe-
ladat pedig automatikusan 4tirhaté szemidefinit programozasi feladatta, ami pedig mar hatékonyan
megoldhato az ellipszoid algoritmus segitségével (err6l bévebben a 13 illetve a 11 szekcioban) A
MaxCuUT problémahoz tartozd vektorialis programozasi feladat szintén a 2. dbran lathato.

egészértéki programozasi feladat vektorialis programozési relaxacio
I121 =1, v e V(G) (Yo, Yo) = 1, veV(G)
x, € {—1,1}, v eV(Q) Yy € R™, v eV(Q)
1 Z (e) - (1 — zymy) ma ! Z (e)- (1= ) ma
5" w : — Ty Ty - X e w ! = \Yu> Yo -
2 9 Yur Y X
e=(u,v)€E(G) e=(u,v)EE(G)

Figure 2: ILP és vektorialis programozasi relaxaci6 a (G, w) MAXCuT példanyhoz. (n = |V(G)]|.)
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lemma 9.2. Jelolje D az {x € R" : ||x|| = 1} halmaz feletti az egyenletes eloszldst, és legyen X ~ D.
Ekkor tetszdleges y,y' € R™ wvektor valamint az dltaluk bezdrt 0 = arccos ((y,y")/(|lyll - |1¥']])) szdg
esetén P [(y, X) - (v, X) < 0] = 0/7 — azaz az y és y' dltal bezdrt szig (1/m)-szerese megegyezik
annak a valdsziniségével, hogy (y, X) és (v, X) azonos eldjeld.

Bizonyitds: A bizonyitas alapétlete a 3. abran lathato.

Amennyiben az X vektornak az y és y’ vek-
torok altal meghatéarozott sikra vett meréleges
vetiilete a pirossal jelélt iv valamelyik pon- Figure 3: A 9.2 lemma bizonyitdsanak alapotlete
tjanak irdnyaba mutat, akkor (y,X) > 0,
egyébként (y, X) < 0. Hasonloképpen, ha a
kékkel jelolt iv valamelyik pontjanak iranyaba
mutat, akkor (y', X) > 0, egyébként (y, X) <
0. Kovetkezésképpen (y,X) - (y,X) pon-
tosan akkor negativ, ha X fenti vetiilete vagy
olyan pont irdnyiba mutat, mely rajta van a
piros iven, de nincs rajta a kéken, vagy pedig
olyanéba, mely rajta van a kék fven, de nincs
rajta a piroson. Marpedig ezen {vek 6sszhossza
20, ¢s igy P [(y, X) - (y/, X) < 0] = 20/(2m).
O

Legyen (G, w) egy tetszéleges példanya a MAXCUT problémanak, és jelolje y* a hozza tartozo
vektoridlis programozasi relaxacié egy optimalis megoldasat. Ekkor a V., = {v € V(G) : 0 <
(yrx)} es Vo = {v € V(G) : 0 > (y;,x)} halmazok nyilvanvaléoan a G csicshalmazanak egy
particiondlasat adjak, azaz (V,F,V,") vigas lesz a G graftban. Jelolje W (z) az ezen vagashoz tartozo
élek Osszsilyat. Mint azt alabb megmutatjuk, az x vektort a fenti lemméban megadott véletlen
eloszlas szerint valasztva teljesiilni fog, hogy az igy kapott véletlen vagashoz tartozé élek 6sszsiilya

varhaté értékben az maximaélisnak legalabb g w-szerese, ahol

2

Qg.w = —

- min —— > 0,87856 .
T 0€[0,x] 1 — cos

lemma 9.3. Legyen (G,w) a MAXCUT probléma eqy tetszéleges példinya, és vdlasszunk egy X
véletlen vektort a {x € R™ : ||z|| = 1} halmazbdl egyenletes valdszintséggel. Ekkor a W (X) vdgds
stilydnak vdrhato értéke legaldbb ag.yw-szer akkora, mint a G-beli vagdsok sulydnak maximuma.

Bizonyitds: ag.w definiciéja miatt minden 6 € [0, 7] értékre

2 0
A e 10
dew =TT cosh (10)
Jelolje most G élhalmazat 7, illetve e = (u,v) € E esetén . = arccos(y,,ys) az y, és yo

altal bezart szoget (mind y; mind vy egységvektor, hiszen y* megoldéasa a vektorialis programozasi
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relaxacionak). Ekkor

B = Y (w(e) Pl X) - (i X) > 0]) (lasd (W(X) definicojat)
e=(u,v)€E
6
= w(e) - = (lasd a 9.2 lemmat)
> (w0 %) ; 4
> Qgw % : Z (w(e) - (1 — cosb,)) (lasd a (10) egyenldtlenséget)
eck
—aewoy Y (w(e) (1 {5 ul) -
e=(u,v)EE

A fenti egyenl6tlenség jobb oldala pedig a vektoridlis programozasi relaxécié optimumaval egyenld,
ami nyilvan legalabb akkora, mint az eredeti feladat optimuma. O

Algorithm 4 GOEMANS-WILLIAMSON-ALGORITMUS(G, w, €)
Require: (G,w) a MAXCUT probléma egy példanya
c=((1/agw) — 1+ €)/€
fori=1,...,cdo
Generaljuk az X' vektort a 9.2 lemmaban leirtaknak megfelel6en
{az X', ..., X"~ vektoroktol fiiggetleniil}
end for

-----

+ —
return (Vf( , VX )

tétel 9.4. Tetszdleges € > 0, tovibbd a MAXCUT probléma egy tetszéleges (G, w) példinya esetén
GOEMANS-WILLIAMSON-ALGORITMUS(G, w, €) legaldbb (1 — (1/e)) valdsziniséggel G-nek egy olyan
vdgdsdt dllitja eld, melynek silya a maximdlisan elérhetének legaldbb 0,87856 - (1 — €)-szorosa. Ezen
felil az algoritmus futdsideje (az input méretében és 1/e-ban) polinomidlis.

Bizonyitas: A vektoridlis programozasi feladatok — ahogy azt a bevezetésiik utan emlitettitk —
hatékonyan megoldhatdk, igy a futdsidével kapcsolatos allitas igazolasdhoz elég megmutatni, hogy
a 9.2 lemmaban megadott véletlen valtozd generalasa hatékonyan megoldhaté. Ehhez elGszor is
azt kell észrevenni, hogy (standard) normalis eloszlasu valtozok fliggetlen véletlen bitek segitségével
hatékonyan kozelithetSk (a centralis hatareloszlas tétele kovetkeztében). Marpedig ha Yi,...,Y,
fiiggetlen standard normalisok, akkor (Y7,...,Y,) n-dimenzios standard normalis, aminek az elos-
zldsa gombszimmetrikus, igy azt egységnyi hossztsigira normalva a kivint eloszlashoz jutunk.

Az approximaciéra vonatkozo allitas igazolasahoz elszor is legyen X az X1, ..., X¢ vektorokkal
azonos eloszlasi valtozo, jelolje 117 = ZeEE(G) w(e) éslegyen b = (1—¢)-E[W (X)]. Ekkor E[W (X)] <
PW(X) < b] - b+ PW(X) > b - W, azaz, bevezetve a p = P[W(X) > b] jelolést, E[W(X)] <
(1—p)-b+p- W. Ebbél pedig egyszeri atalakitassal kapjuk, hogy

oo BV b EWX] - (1 -0 EWX)] _ _ : |
T W—b W —(1—¢) E[W(X)] W/EW(X)] = (1—¢)
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Kovetkezésképpen, felhasznalva a 9.3 lemma eredményét, p > ¢/((1/acw) — 1 +¢€) . Igy pedig
legalabb 1 — (1 —p)¢ > 1— (1 —(1/¢))¢ > 1 — (1/e) valoszintiséggel az algoritmusban elgallitott ¢
darab vagas lesz olyan, aminek a silya legaldbb b. Ez, megint csak a 9.3 lemma szerint, igazolja az
allitast. O

megjegyzés 9.5. A fenti mddszert Goemans és Williamson publikdlta [4], majd késébb Mahajan és
Ramesh derandomizdlta [10].

Korabbi eredményeket megjavitva Hastad [5] megmutatta, hogy amennyiben P # NP, akkor
barmely € € (0,1) esetén egqy hatékony algoritmus nem képes tetszdleges grafhoz mindig olyan vdgdst
konstrudlni, melynek silya az otpimdlisénak legaldbb (16/17 — €)-szorosa. Végiil pedig Khot és sz-
erzétdrsai igazoltdk, hogy a Goemans-Williamson algoritmus optimdlis (azaz hogy semmilyen € > 0
konstanshoz nem létezik olyan algoritmus, amely tetszdleges inputhoz hatékonyan elédllit eqy olyan
vdgdst, melynek silya a mazimdlisan elérhetének legaldbb (aq.w + €)-szorosa), feltéve, hogy teljesiil
a Unique Games sejtés [8].
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10 Primal-dual séma

komplementaritési tétel

10.1 Egy iizemelhelyezési probléma
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10.2 Minimalis multivagas

10.3 2-kozelités a Minimalis multivigas problémara fak esetén

Algorithm 5 MINMULTIVAG-FA(G = (V,E), w:V — Q, P C V?})
Require: G gyokereztetett fa; egy v € V' esiics mélysége a gyokértsl valo (sulyozatlan!) téavolsiga,;
egy e € B él mélysége a két végpontja mélységének a minimuma
Yp := 0 minden p € P parra;
legyen v1,v9,...,v, a G cstcsai mélység szerint nem novekvs sorrendben
fori=1,2,...,ndo
for minden olyan p = (s,t) € P parra, melynek legalacsonyabb kozos 6se v; do
Yp := az aktudlisan valaszthato legmagasabb érték
FE; := aktudlisan telitetté valt élek halmaza
end for
end for
Et = E; {E™ megoldasa a primél feladatnak!}
E =0 {ET-b6l kidobandoé élek gytjtdhalmaza}
cfori=n,(n—-1),...,1do
for e € E; mélység szerint nem csékkend sorrendben do
if £\ (E~ U{e}) lehetséges megoldasa a primal feladatnak then
E~:=E" U{e}
end if
end for
: end for
: return (E' = (ET\ E7))

© 00 N O Ut kW N

e R T o T e
O I O O b= W N = O

lemma 10.1. Legyen p = (s,1) € P tetszdleges, és jelolje | az s €s t legalacsonyabb kézos dsének
indexét. Ekkor y, > 0 esetén mind a v-b6l s-be mend itnak, mind a v;-bol t-be mend idtnak csak
legfeljebb eqy éle szerepelhet az E' halmazban.

Bizonyitds: s és t szimmetridja miatt az allitdst elég csak a v;-bdl az s-be mend ttra bebizonyitani.

Tekintsiik a v; és s kozott vezet§ t azon éleit, melyek elemei E’-nek (ha ilyen nincs, akkor a
lemma allitdsa automatikusan teljestil), és legyen ¢ ezek koziil a legmagasabban fekvs. Megmutatjuk,
hogy minden ndla alacsonyabban fekvé olyan ET-beli él, mely szintén rajta van az s és v; kozott
vezetS titon, nem lehet benne E'-ben.

Ha ¢’ € E* a p egy e-nél alacsonyabban fekvé ¢éle, akkor van olyan /.’ € {1,2,...,n} index, hogy
e € Ej. S6t, yp, > 0 miatt az is teljesiil, hogy j < k’. Azt allitjuk, hogy az algoritmus masodik for
ciklusdnak i = £’ iteraciojaban €’ bekeriil E~-ba. (Ebbdl pedig a lemma allitdsa méar automatikusan
kovetkezik.)

Valoban. Legyen ugyanis ) = (s',1") € P egy olyan 1t, amin rajta fekszik €', és jelolje ;' az s’ és
' legalacsonyabb kozos Gsének indexét. Ekkor j/ > j esetén e sziikségszertien rajta van a p’ titon —
mérpedig a kiindul6 feltevésiink szerint e sosem keriilhet £~ -be. 7' < j esetén viszont lennie kell egy
olyan 0 < j” < j' (és igy j” < k') indexnek, hogy E;» tartalmaz p/-beli élet.Barhogy is, a masodik
for ciklus i = k’ iterdciojaban p’-nek van e’-t6l kiilonbozé éle az ET \ (E~ U Ej/) halmazban, és igy
¢’ bekeriil E~-ba. O
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Legyen most x. = 1 minden E’-beli e élre, és x. = 0 minden egyéb e él esetén. Ekkor
10.1lemma 1 1 1

DU 2 Z<<22xe>-yp>222 ve | w250 (e w(e)

peP peP ecp ecE pEP: e€p ecE

megjegyzés 10.2. Tekintve, hogy (amint azt Garg, Yannakakis és Vazirani is kifejtette [3]) a
CSUCSLEFEDES probléma bdrmely példdnya hatékonyan wvisszavezethetd o MINMULTIVAG olyan
példanydra, melynek grdfja fa, az alfejezetben tekintett probléma valdban NP-teljes.
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11 Ellipszoid algoritmus

Vizsgalatainkat megszoritjuk arra az esetre, amikor P, a lehetséges megoldasok halmaza, valamely
S C {0,1}" halmaz konvex burka (példaul valamely megfelels {0,1}™ feletti LP feladat relaxacioja-
val van dolgunk). Feltessziik tovabba, hogy P nem elfajulo, azaz hogy térfogata pozitiv.

o Kielégithetség és optimalizalés:
Ha a c'x ceélfiiggvény minimumat keressiik a P konvex halmazon (feltehetd, hogy ¢ € Z:
szorozzunk fel a nevez6k legkisebb kozos tobbszorosével), vizsgaljuk meg a Py := Pn {x:
c'x < d+ 1/2} halmazokat. P; nyilvan pontosan akkor nem-iires, ha S-nek van olyan
eleme, melynek célfiiggvényértéke legfeljebb d. Tekintve, hogy S C {0,1}", elég — > 7" |ci]
és >, = 1™|¢;| kozotti értékeket vizsgalni, azaz binaris keresést alkalmazva O(log(> -, |cil))
d érték megvizsgilasaval megtalaldljuk a keresett optimum értékeét.

o Kezd§ ellipszoid:
Az (1/2,...,1/2)T kdzéppontt, \/n/2 sugari n-dimenziés gémb tartalmazza az egész {0, 1}"
halmazt, igy j6 valasztds Ep kezd§ ellipszoidnak. Ezen gomb térfogata az egység sugard n-
dimenzios gomb (jelslésben B,,) térfogatanak (y/n/2)"-szerese, azaz

Vol(Ey) = (v/it/2)"Vol(By) < (v/2)"a"?.
Tehat log Vol(Ep) = O(nlogn).

o Korlat a sziikséges iteraciok szaméra:
Tegyiik fel, hogy {x : ¢'x < d} NS # (), mondjuk vp € {x: c'x < d}nNnS C P;nS;
megmutatjuk, hogy ekkor Py térfogata sem lehet tdl kicsi. Azon feltételiinkbél, hogy P nem
elfajulé, kovetkezik, hogy van olyan vy,...,v, € S, hogy vg,Vvi,..., Vv, konvex burka nem
elfajuld (azaz pozitiv térfogata van). Az persze elképzelhets, hogy vi,...,v, a Pg-nek méar
nem lesz eleme, de — bevezetve az a = 1/(2nc) konstanst, ahol ¢ a ¢ legnagyobb komponense
—a

{ Vi, hac'v, <d-+1/2
W; = . .
vo + a(v; — vo) egyébként

vektorok mar Py-ben lesznek, hiszen ¢'v; > d 4 1/2 esetén
c'w;,=c'vp+ acT(vi —vg)<d+anc=d+1/2.

Tehat P; tartalmazza a v és a wy, ..., w, vektorokat, és igy ezek C konvex burkat is, melynek
térfogata, Vol(C') a w; —vq vektorok altal meghatérozott parallelepipedon térfogatanak 1/(n!)-
szorosa. Igy

1
Vol(Py) > Vol(C) = —| det(U)],

ahol U az a matrix, melynek i-edik oszlopa w; — vy, és igy | det(U)| pont a w; —vq vektorok &l-
tal meghatéarozott parallelepipedon térfogatit adja. Azt is tudjuk azonban, hogy a v; vektorok
komponensei egészek, és igy a w; és a w; — v vektorok komponensei is vagy egészek, vagy
olyan tortek, melynek nevezéje osztéja 2nc-nek. Igy ha U minden sorat 2nc-vel beszorozzuk
(mellyel a determinans értékét pontosan a (2nc)™-szeresére noveltiik), egy Z™*"™-beli matrixot
kapunk, melynek determinansa is ily modon egész lesz, méghozza (mivel sorai linedrisan
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fiiggetlenek), nem nulla egész — azaz ezen matrix determinénsanak abszolatértéke legalabb
egy. Kovetkezésképpen |det(U)| > 1/(2nc)”, és igy’ |log Vol(Py)| = O(nlog(cn)).

Az algoritmus felépitése és a fentiek alapjan a kovetkezdket tudjuk:

¢ a € P = az algoritmus terminal,

o ap & P = Vol(Ejy1) < eV Cn=2Vol(Ey),

o apgP= PC Ep,

o log Vol(Ey) = O(nlogn),

o |log Vol(P)| = O(nlogn).
Legyen ko := [2(n+1)In (Vol(Ep)/Vol(P))]+1. A fentiek alapjén, ha az ellipszoid algoritmus
legalabb k iteracion at fut, akkor a; ¢ P, ¢ = 1,...,k, ami miatt P C E;, i = 1,...,k,

kovetkezésképpen Vol(P) < Vol(Ej) — akkor pedig k < ko. Az ellipszoid algoritmus tehat
legfeljebb kg = O(n?logn) lépés utdn megall.

!'Felhasznalva, hogy a Stirling formula szerint n! ~ (n/e)"v/2mn.
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12 LP alapu approximacioés mdédszerek

A kurzuson a kévetkezd modszerekkel ismerkedtiink meg a cimben emlitettek koziil:

e A relaxalt LP feladat megoldasan alapuld valdszintiségelméleti meggondolésok derandomi-
zalasa:

1. irjuk fel az adott feladathoz tartozo egész értéki programozasi feladatot
2. oldjuk meg a relaxalt feladatot — x*

3. (esetleg x*-ot felhasznalod) valoszintiségelméleti megfontolasokkal vizsgaljuk meg, milyen
Osszefliggés adhatd az eredeti egész értékii programozasi feladat optimuma, illetve a re-
laxalt feladat optimuma koézott

4. a fenti eredmény igazolasdhoz alkalmazott okfejtéseket és meggondolisokat alapul véve
(esetleg viszonylag keves elem végigprobalgatasaval) keressiink egy olyan konkrét egész
értekd megoldast, melynek létezését az el6z6 pontban igazoltuk (derandomizalas)

e Primal-dual séma (Boole-valtozok esetén?):
Irjuk fel a dudlis kolcsonds feszességi kritériumok valamely megfeleld a-relaxalt véltozatat,
valamint a primalis kdlesonos feszességi kritériumokat. (Esetleg forditva.) A dualis feladat egy
tetszileges y lehetséges megolddsahoz a primalis feltételek alapjan a a kdvetkezs x tartozna:

S 1, ha az i-edik primaélis kritériumot figyelembe véve egengedett z; # 0,
70, egyébként

Ez a dualis feladatnak az algoritmus elején vélasztott y lehetséges megoldasa esetén (mely
gyakran maga a 0 vektor) varhatolag nem lesz lehetséges megoldasa a primalis feladatnak. A
kovetkezs fazis feladata, hogy iterativen egyre tijabb y vektorokat generalva azok optimalitasa
(a dualis feladat tekintetében) egyre jobb legyen, mig a hozzajuk tartozé x vektorok egyre
inkabb teljesitsék a primal feladat feltételeit. Az iteracio akkor ér véget, amikor taldlunk egy
olyan y vektort, melyhez tartoz6 x is mér lehetséges megoldas. Amennyiben ezen x (eset-
leg egy-két komponensének lenullazasa utéan) az aktualis y vektorral teljesiti a relaxalt dudlis
kolesonos feszességi kritériumokat is (a priméalisokat x konstrukeioja miatt mindig automatiku-
san teljesitik), akkor (a relaxalt kolcsonos feszességi kritériumokra vonatkozo tétel alapjan)
x a primdlis, y pedig a duélis feladat egy a-kozelit§ megoldasa lesz. Réaadasul — szintén
a konstrukciobol adéddéan — x egész értéki, azaz nemcsak a relaxalt primal feladatnak lesz
lehetséges megoldéasa, hanem az eredeti egész értékd programozési feladatnak is.

?Azaz az x; értékek vagy 0-k vagy 1-ek
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13

Szemidefinit programozas

13.1 Szemidefinit és vektorialis programozas kapcsolata

13.2 Szemidefinit programozasi feladat megoldéasa az ellipszoid algoritmussal

14

Bels6é pontos médszerek

14.1 Ye algoritmusa
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