Fonya ZH recap 2015

szabivanos

typo lehet, bocs

Regexb6l DFA-t. Erre direkt algoritmust nem néztiink, olyat tudunk, hogy regexbol NFA-t,
aztan olyat, hogy NFA-t determinizalni.

Nézziik ezeket 1épésenként.

Thompson algoritmus: input egy regex, output egy A-atmenetes NFA. A generdlt automata
mindig egy forrds kezddééllapottal és egy nyelo végallapottal fog rendelkezni, ezt a rekurzional
felhasznaljuk.

A rekurzié:

Regex A-NFA

(11 Ry)

(R + Rs) @

e
. ' SPV. "

Lassuk ezt futni mondjuk az (a + ab)*a regexen:
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Regex Thompson A-NFA
a OO
b OO

y =00

a+ ab a

OCE=OEO0

(a+ ab)*
O COECEO~0O+0
(a+ab)*a :

Az egész (a + ab)*a-ra kinagyitom az eredményt és beindexelem az &dllapotokat, mert ezzel
fogunk tovabb dolgozni:

A
N NP N

() ()

Egy X éallapot(halmaz) A-lezdrtja (jelben X ) az Osszes olyan &llapot halmaza, ahova X-bél
nulla, egy vagy tobb A-dtmenettel el lehet jutni. (Mindig X C X , mert nulla darab A-1épés
megengedett.) Ezt érdemes felirni: ¢ = {q0,¢1, 11}, &1 = {@1}, & = {¢2}, 3 = {@1, 93,9},
g1 ={q}, & = {5}

A Thompson-automatat masodik lépésben determinisztikussd a kovetkezdképp tesszik:

e a DFA egy allapota a Thompson-automata allapotainak egy halmaza lesz;
e kezddéllapot qo;

e H-bdl a hatdsédra |J qa-ba lehet eljutni, azaz vessziik az Gsszes ¢ € H allapotot, és
qeH
uniézzuk az 0sszes olyan p halmazt, ahova ¢-bdl a-val p-be lehet jutni;

e végallapot lesz minden olyan halmaz, amiben van eredeti végallapot.

Pl. az els6 1épésben a {qo, q1, ¢4} kezdéallapotbdl a hatdsara el lehet jutni: go-bdl sehova, ¢;-bol
ga-be és g3-ba, q4-b6l pedig gs-be, az eredmény tehat a ¢ U @3qs = {q2} U {q1, 3,04} U {gs} =
{¢1, 42,3, q4, g5} halmaz lesz. Ha viszont ugyanott b-t kapunk, onnan se go-bdl, se ¢;-bol, se
q4-bol nem lehet tovabbmenni b-vel, igy az 0 = 0 halmazt kapjuk. (Ami egyébként mindig
csapdadllapot.)

A téblazatot gy készitjiik, hogy elészor felvessziik sorfejlécnek az 1j kezdoallapotot, aztan
kiszamoljuk a sor cellait, és ahanyszor olyan halmazt kapunk, aki nem szerepel még sor-
fejlécként, felvessziik sorfejlécnek azt is. Elébb-utébb elfogynak. Célszerii pl. rendezni mindig
a halmaz elemeit, hogy az ismétlést konnyebb legyen kisztrni.
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A végeredmény most:

a b

{q0, 1, qu} {1, 42,93, 94,05} 0
{a1, 2. 03,00, 05} | {1, @2, 43, qa, 05} | {01, a3, 0}

0 0 0

{611,Q37Q4} {Q1,Q2,Q37Q47Q5} 0

és kész is, az egyetlen végéllapot a {qi1, g2, ¢3, ¢4, g5} (mert az tartalmazza egyediil a g5-6t).

Aki akarja, le is rajzolhatja ezt az automatat:

b

a @

a,b

De nem muszdj.
Pumpalé lemmas feladatok.

A pumpalé lemma: kapunk egy input L nyelvet és egy paraméter K-hoz kell adjunk olyan
w € L, |lw| > K sz6t, amit barhogy is vagunk fel w = wywqows részre ugy, hogy |wijwy| < K és
wy # A, mindig lesz olyan 7 > 0, amire wjwiws ¢ L.

Ha csak tehetjiik, generdljunk olyan w szét, aminek az elsé K betiije ugyanaz, mondjuk z, mert
akkor csak azt kell megnézni, hogy wy = 2!, 1 < t < K alaku lehet, akkor wywiws tigy néz ki,
hogy w elé még bejon (i — 1)t darab z, és igy kénnyebb sokszor i-t vélasztani (dltaldban elég
az i = 0, i = 2 valamelyikét megnézni és j6 lesz).

Gyakon amit néztiink:

Lassuk be, hogy L ={w € {a,b}" : |w|, = |w|y} nem regularis!
Tegyiik fel, hogy L regularis, legyen K a lemma szerinti konstans.
Legyen w = ab®. Akkor w € L, |w| = 2K > K.

Ha w = wywows Ugy, hogy |wiwy| < K és wy # A, akkor wy = a’ ugy, hogy 1 < ¢ < K. Akkor
i = 2-re wiwiws = aTHE ¢ L, ami ellentmondds, tehdt L nem reguldris.

Lassuk be, hogy L = {a”2 :n > 0} nem reguldris!
Tegyiik fel, hogy L regularis, legyen K a lemma szerinti konstans.
Legyen w = a®°. Akkor w € L, |w| = K2 > K.

Ha w = wiwows gy, hogy lwiwsy| < K és wy # A, akkor wy = a’ ugy, hogy 1 <t < K. Akkor
i = 2-re wywiws = a®°** ami nem L-beli, mert K2 <K*+t<K’+K<K*+2K+1=
(K +1)?, igy két szomszédos négyzetszdm kozé esik. Emiatt L nem regularis.
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Lassuk be, hogy L = {w € {(,)}* : w helyes zaréjelezés} nem regularis!
Tegyiik fel, hogy L regularis, legyen K a lemma szerinti konstans.
Legyen w = (¥)X. Akkor w € L, |w| = 2K > K.

Ha w = wjwows 1gy, hogy |wiws| < K és wq # N, akkor we = (* tigy, hogy 1 <t < K. Akkor
i = 2-re wywiws = (KK ¢ [, Emiatt L nem regularis.

Lassuk be, hogy L = {a’ : p primszdm} nem reguldris!
Tegyiik fel, hogy L regularis, legyen K a lemma szerinti konstans.

Legyen w = a’, ahol P > K primszam (ilyen van, mert végtelen sok primszam van). Akkor
weL, |w=P>K.

Ha w = wiwows Ugy, hogy |wiwy| < K és wy # A, akkor wy = a’ ugy, hogy 1 < ¢ < K. Akkor
i = P+ lre wywiws = a” ¢ L, mert P+ Pt = P(t + 1) Osszetett szam. Emiatt L nem
regularis.

A tobbi. Ezeket meg lehet igy oldani:

o {a"b* :n >0}

o {(we {a, b} 12 fuwly = ul)

o {we{(,)[,]}*: w helyes zardjelezés}
o {a" :n >0}

o {a*" :n >0}

o {we{a,b} :|w|, <|wlp}

o {we{a,b} :|w)<|wl}

o {w e {a,b}* : w palindrom}

Nyelvhez CF nyelvtan készitése tippek.

Amit tudunk: {a"1"terpi2ntez ;> 0}-hoz egy nyelvtan S — a* Sb'2 | a1 b2, Pl {a™b™ : n > 0}-
hoz S — aSb | A, {a®"T'" : n > 0}-hoz S — aaSbh | a, stb. A mésik, amit tudunk, a
palindromak: S — aSa | bSb|a |b| A

Ha a nyelviink szavait két figgetlen részre tudjuk vagni, akkor tegyiik meg, csindljuk meg
hozzajuk kiilon-kiilon a nyelvtanokat, mondjuk A és B nemterminalisbdl inditva, aztan vegyiink
fel egy S — AB szabélyt. Pl: {a"0™ : n < m}-nél ez ugyanaz, mint {a"0"b% : n > 0,d > 0} (és
akkor n < n+d =m), itt az a™b" és a b? részek kozt semmi kapcsolat nincs, els6hoz nyelvtan
A — aAb | A\, masodikhoz B — bB | b, az egész meg

S — AB
A = aAb| A
B — bB | b.

Egy masik nyelvtan ugyanerre: S — aSb | Sb | b.

Ha a szavak ,,kozepébol” tudunk kivagni fliggetlen dolgot, akkor azt vezessiik le mondjuk A-bdl,
és az eredeti nyelvtanban a kivagott rész helyére ezt az A-t vezessiik le. Pl. {a"b™c¢™d"}-nél a
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belsé b™c™ rész kiemelhets, A — bAc | A, és ekkor az eredeti S-bél a Ad™ alaki stringeket kell
levezesstink, amit tudunk:

S —aSd| A
A = bAc | A

Ha a nyelviinket két nyelv unidjara tudjuk bontani, akkor csinaljuk meg hozzajuk kiilon-kiilon
a nyelvtanokat, mondjuk A és B nemtermindlisbdl inditva, aztdn vegyiink fel egy S — A | B
szabalyt. Pl: {a™™ :n # m}-nél az n # m az n < m vagy m < n és akkor

S—A|B
A—aAb| Ab|b
B — aBb | aB | a.

Chomsky-normalformara hozas.

Chomsky alak: minden szabaly A — BC vagy A — a alaku. Kivéve az S — \ szabdly, ez
lehet, de ha van, akkor nem lehet S egy szabaly jobb oldaldn se. Minden CF nyelvtant ilyen
alakra lehet hozni.

Algoritmus:

i) Fake nemtermindlisok bevezetése: minden a € X-hoz bevezetiink egy 4j X, nemter-
minalist, és egy X, — a szabdlyt; az Osszes olyan jobb oldalon, ahol a nem egyediil
all, kicseréljiikk X,-ra.

i) Hosszi jobboldalak tordelése: a ketténél hosszabb jobboldalak suffixei helyett 1ij nemter-
minalisokat vezetiink be, ketto hosszu jobboldalakat 1étrehozva. Példan keresztil: A —
X1 XoX3X4-b6l lesz A — X[ XoX3Xy|, [XoX3Xy] = Xo[X3Xy), [X3X4] — X3X4. Han
hosszu ajobboldal: A— X1 Xo. .. Xn—b(,ﬂ A— X4 [XQ .. Xn], [Xz .. Xn] — Xi[Xi—l—l R Xn];
[Xn—an] — X,_1X,.

iii) A-mentesités: elészor meghatdrozzuk az Gsszes olyan nemtermindlis X halmazét, akikbdl
lehet A-t levezetni. Inicializalas: X := {A: van A — X szabdly}. Iterédcié:

X=X U{A: van A — « szabdly valamilyen o € X*-ra}.

(Ha valakinek van csupa nulldzhaté jelbdl éll6 jobboldala, akkor &t is bevessziik.) Ha X
mar nem valtozik, akkor kész vagyunk.
Ezek utan ,,toroljik az osszes X'-beli jelet, ahanyféleképp csak lehet, de A jobboldalt nem
irunk fel”, vagyis:

e az A — BC szabalyok mellé felvessziik A — B-t, ha C' nullazhato és A — C-t, ha

B nullazhato;
e az A — B és A — a szabélyok nem valtoznak;
e az A — ) szabalyokat toroljiik.

Ezen kiviil, ha S nulldzhat6, akkor felvesziink egy 1j S’ kezdészimbdlumot és S" — S|A
szabalyokat.

iv) Ldncszabaly-mentesités: Eloszor felirunk egy G grafot. Csicsai: a nemtermindlisok. Elek:
A — B él, ha van A — B szabaly. Ezek utdn minden A nemterminélis 1j jobb oldala az
osszes, A-bol G-ben elérheté nemterminalis jobb oldala lesz, kivéve a lancszabélyokat.
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kész, a kapott nyelvtan ekivalens, Chomsky alakd.

Példa. Input:

S — ASAa | ACB | bb
A—aB | \| BSa
B— AA|a

Akkor i) utéan:

S — ASAX, | ACB | X, X,
A— X,B|X| BSX,

B — AA|a
X,—a
Xp,— b

Tordelés:

S — A[SAX,] | A[CB] | XX,
[SAX,] — S[AX,]
[AX,] = AX,
[CB] - CB
A— X,B| \| B[SX,]
[SX,] — SX,
B— AAla
X, —a
X, —b

Nulldzhaté: A (A — X miatt), B (B — AA miatt) és ha még lenne {A, B}* jobboldali
szimbdlum, az is azza valna, de nincs. Ezeket elhagyjuk:

S — A[SAX,] | [SAX.] | A[CB] | [CB] | XoXs
[SAX,] — S[AX,]
[AX,] - AX, | X,

[CB] - CB | C
A— X,B| X, | B[SX,] | [SX,]
[SX,] — SX,
B— AA| Ala
X, —a
X, —b

Lancszabalyok: az éleket sorolva S — [SAX,], [CB], [AX.] = X., [CB] = C, A — X, [SX.],
B — A. Akkor S-bél elérhetd S, [SAX,|, [CB],C, [AX,]-bdl [AX,], X,, [CB]-bdl [CB],C,
A-bol A, X, [SX,], B-bol pedig B, A, X,,[SX,]. A tobbi nemterminalisb6l csak 6nmaguk.
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Mindenki mellé mésoljuk a beldle elérhetéek nem-lancszabdly jobboldalait:

S — A[SAX,] | A[CB] | Xo X, | S|AX,] | CB
[SAX,] — S[AX,]
[AX,| = AX, | a
[CB] - CB
A— X,B|B[SX,]|al|SX,
[SX.] = SX,
B— AAla| X,B| B[SX,] | a]| SX,
X, —a
X, — b
és kész is. (Aki szemfiiles, esetleg észreveheti, hogy C' nem termindld, tehat tordlhettiik volna
az elején akar.)
Veremautomata épités

Alapvetden a veremautomata egy nemdeterminisztikus szamoldgép, ellatva egy veremmel, aminek
a szokdsos pop/push miiveleteit tudja alkalmazni. A vermet két dologra lehet hasznélni igazan:

e szamlalénak (real-life)
e beletenni egy szét és annak a megforditottjat ellendrizni (somewhat less real-life)

Van ahol a w™! és van, ahol a w’ jelzi az ,,ird le a w szét megforditva” miiveletet, itt most w’

lesz, tehat pl. bacba®™ = abcab.

Kezdem a szamlalé managementtel. Ha veremautomatat akarunk tervezni, akkor pl. kezd-
hetiink egy olyan algoritmussal (nem régtén veremautomatdval), ami

e balrdl jobbra olvassa a stringet

o cgy egészértékil szamlalot hasznal, mas valtozo nincs, a szamlalé nullara van inicializalva
e a szamlald lehet pozitiv vagy negativ is

e a szamlalét lehet konstanssal novelni, csokkenteni vagy nullazni

e hogy mit csindljon az algoritmus, az fiigghet az olvasott betiitdl és attdl, hogy a szamlalo
értéke nulla, pozitiv vagy negativ

e meg persze az aktudlis programsortol, ahova lehet gotozni is, akdar nemdeterminisztikusan
,,egyszer csak” atugorva

e ¢és az algoritmus kimenete persze egy bit lesz, hogy elfogadjuk-e a szét (,,j6 alaku-e”) vagy
sem, elfogadni csak gy szabad, ha végig is olvastuk

Nézziink egy példat: hogy az input stringiink a"b" alaki-e, arra egy szamlélés algoritmus (a
szamlalé c):

1. Ha a-t olvasunk, c:=c+1 és goto 1; nemdet atmehetiink 2-re is

2. Ha b-t olvasunk, c:=c-1 és goto 2; nemdet atmehetiink 3-ra is
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3. Ha elfogyott az input és c==0, elfogadjuk a stringet.

Pl. ez az algoritmus az aabb inputra el6szor noveli a szamlalot eggyel, majd még eggyel, ahogy
olvassa be az a-kat, aztdn az utolsé a utdn egyszer csak ,tudatallapotot valt” (dtmegy a 2.
pontra) és onnan kezdve ahogy jonnek a b-k, csokkenti a szamlalét, és mikor elfogynak a b-k is,
atugrik a 3. pontra, ott ellenérzi, 0-e a szamlalé és mivel annyi, elfogadja a stringet. aaabb-re
pl. 1 lenne a szamldl6 a végén, azt nem fogadnd el, az aba-t meg végig se tudja olvasni (mert
a 2. pontban tud csak b-t olvasni, ahonnan nem tud visszajutni az 1-be, ahol tudna az azt
kovet a-t).

Ha a sorrend nem szamit és az {w € {a,b}* : |w|, = |w|p} nyelvre frunk algoritmust:

1. Ha a-t olvasunk, noveljik c-t és goto 1; ha b-t, csokkentsiik c-t és goto 1; nemdet
mehetiink 2-re is

2. Ha elfogyott az input és c==0, elfogadjuk a stringet.

Ha nem egyenldséget teszteliink és az {w € {a,b}* : |w|, < |w|y} nyelvre irunk algoritmust,
akkor az utolsé 1épésben c<0-ra kell teszteljink.

Ha pl. helyes zardjelezéseket akarunk felismerni, pl. (()), ()(), (())() j6, )( nem jé:

1. Ha (-t olvasunk, noveljiik c-t és goto 1; ha )-t és ¢>0, akkor csokkentsiik c-t és goto 1;
nemdet mehetiink 2-re is

2. Ha elfogyott az input és c==0, elfogadjuk a stringet.

(Ez mondjuk az tires stringet is elfogadja; ha ezt nem akarjuk, akkor pl. tehetjiik a goto 2 részt
) kezelés utdnra is, a helyes zdrdjelezések mindenképp csukéjelre végzodnek.)

Ha pl. linedris sszehasonlitdst akarunk csindlni, pl. a"b?**!, akkor nem eggyel valtoztatgatjuk
a szamlalonkat:

1. Ha a-t olvasunk, akkor c:=c+2 és goto 1; nemdet mehetiink 2-re is és akkor c:=c+1
2. Ha b-t olvasunk, akkor c:=c-1 és goto 2; nemdet mehetiink 3-ra is

3. Ha elfogyott az input és c==0, elfogadjuk a stringet.

Pl. az aabbbbb olvasasakor az elsé a utan 2, a masodik utan 4 lesz a szamlald értéke, aztan
gotozunk 2-re, ekkor 5, és utana minden egyes b-re csokken a szamlald, a végén épp 0 lesz és
elfogadjuk.

Persze lehet ezt még cizelldlni, pl. {a't/c* : i + k = j}-nél az a-k és a c-k novelik eggyel a
szamlalét, a b-k meg csokkentik és a végén O-ra teszteliink, stb.

Hogy lesz ebbdl veremautomata? A veremben tartjuk a szamlalét, haromféle jelet hasznalunk:
e a kezdetben is benne levo Z-t;
e a pozitiv értéket jelzd +-t;

e a negativ értéket jelz6 —-t
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mégpedig ugy, hogy a verem tartalma 7, ha a szamlal6 értéke 0, +7, ha 1, + + Z, ha 2 stb,
altaldban +"7 jelzi az n > 0 értéket és —"Z a —n értéket. Nem keverjiik a +/— jeleket, mindig
Z van a verem aljan.

Ekkor:

e Egy programsorbdl lesz (kb) egy édllapot;

A szamlalé novelése eggyel:

— ha a verem tetején 0 vagy + van, akkor tegyiink a helyére +0-t vagy ++-t
— ha pedig —, akkor azt csak vegyiik le.

A szamlalé csokkentése eggyel:

— ha a verem tetején 0 vagy — van, akkor tegylink a helyére —0-t vagy ——-t

— ha pedig +, akkor azt csak vegyiik le.

A szamlal6 csokkentése konstanssal: tegytlink annyi eggyel csokkentd allapotot be, amen-
nyivel csokkenteni akarunk. Névelésre ugyanez.

A szamlalé tesztelése: ha Z van a verem tetején, akkor 0, ha +, pozitiv, ha —, negativ.

Az ,elfogadjuk a stringet” rész egy végallapotba ugrés lesz, a nemdet gotozas pedig nem
olvas be jelet az inputroél.

Nézziik meg az el6z6 algoritmusokat veremautomatara ,,implementalva’:
e a"b™:

wZ | +Z b Z | -Z
a+ / ++ b+ /A
aa— / X b— | ——

AN/ A, Z/A

Tehat: az els6 allapot amig a-t olvasunk, noveli a szamlalot, majd ugrik a méasodikba,
ami amig b-t olvasunk csokkenti a szamlalét, aztan ugrunk a 3-ra és elfogadunk, feltéve,
hogy a szamlalo értéke épp 0.

Ennél a feladatnal persze észre lehet venni, hogy a szamlal6 értéke ha minuszba csuszik,
akkor ugyse fogjuk elfogadni az inputot, és ekkor a negativ szamokat kezelniink se kell, ha
elpusztul menet kézben az algoritmus nem kezelt if miatt, akkor is elutasitja az inputot,
olyankor nem baj, ha nem olvassuk végig:

a,z | +Z
a,+ / ++ b+ / A
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és ez is ugyanazt a nyelvet ismeri fel.

o {we {a,b}":|wl,> |wp}:

\_@
e T T T T T
>

Itt ugye az elsé sor manageli a szamlalét, a-ra novel, b-re csokkent, kell hogy legyen
negativ is managelve, és a végén ha pozitiv lett a szamlalo, akkor fogad el.

o {a"p*t!:n>0}:

a,Z | +Z
a,+ |/ ++

1 MA @ A, Z/A @

/ A

A+ )+t

b,

+

Itt pedig a bal oldali két allapot egyiittesen manageli a kettével novelést (btw mivel itt
a szamlalo csak pozitiv lehet, egy + helyett + + + és egy Z helyett 4+ + Z betétele is jo
lenne, de altalanosan, ha nem tudod, hogy a szamlalod eldjele mi lehet egy adott ponton,
ezt kiilon kell managelni). Arra kell odafigyelni, hogy ilyenkor csak az elsé nyil (ami kifele
megy az 1-bol) olvasson be betiit az inputrdl, a tébbieknek az inputbdél A-t olvasunk, igy
egy a-ra tobb inc fut le majd. Eztan a 2-be ugraskor még tesziink egy -+-t a verembe,
utana minden b-re csokkentiink és ha a végén 0 lesz, akkor jo.

Annyit tennék még hozza, hogy szamtudbdl ez OK, fonyabdl az a, A/ X alaku dtmenetek helyett
a,A/ XA, a, B/XB, ...kell megadnunk, mert szamtudbdl megengedett az, hogy a verem tetejét
meg se nézzik (ezt jelzi ugye a vessz6 utdni \), fonydb6l meg mindenképp popnunk kell egy
jelet. Tehét amit a JFLAP bevesz (A a verem tetején), azt fonydbdl hogy valid legyen, végig
kell iteralnunk az Osszes lehetséges veremjelen, és mindre ugyantugy switchelni.

Hét kb igy. lehet még egymaésba dgyazni szamlélokat (pl. az a"b™c™d™ nyelvnél), de ott méar azt
csindlnam, hogy CF nyelvtant gyartok ra és azt konvertalom automatara, ahogy a stringbabralé
algoritmusokbdl is (ww! meg ezek).
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