Kozelitd es szimbolikus
szamitasok haladoknak

2. elbadas

Matrixok ortogonalis-triangularis
felbontasa



A Householder-algoritmus



Particionalt elemi tukroz6 matrixok

Tétel. Legyen 0 <R egy elemi tiikr6z6 matrix.
Ekkor az alabbi particionalt formaban meg-
adott matrix is elemi tukrozo matrix.

(T O)
T = e R™"

0 0,
0 = R(m—n)xn




Bizonyitas

Ha Q egységmatrix, akkor
[ O mxm
= e R
o' 0=1I
IS egységmatrix, igy az allitas ekkor igaz.

Ha O0=1-244", ahol g egységnyi hosszusagu,
akkor vezessuk be a

q'T =(0,0....,0,9,,95,---,9,)

m-komponensu vektort.



Bizonyitas
Konnyen lathato, hogy g’ hossza is egysegnyi és

T=1-2q"q",

tehat T is elemi tukroz6 matrix.

Megjegyzeés. Analog modon, az alabbi particionalt
matrix is elemi tukrozd matrix, ha QO € R elemi

tukroz6é matrix. / Q O\
T — . = Rmxm
N2y




Householder-algoritmus

Tétel Minden A n-edrendi, valos, kvadratikus
matrixhoz megadhatok olyan ¢, ,0,,...,0
elemi tlikrozo matrixok, hogy az

A, =4

4;=0,4;.,,
rekurzioval szamitott A, matrix 1,2,...,j-dik
oszlopaban minden féatlo alatti elem O.
Specialisan igy A, , felso triangularis alaku.

n—1



Householder-algoritmus

Bizonyitas.

A bizonyitast j szerinti indukcioval végezzuk.

A j=1 esetben hasznaljuk fel azt a tételt, amely elemi
tukroz6 matrix segitségevel kinullazza egy vektornak a
masodik komponensetol kezdve az elemeit ugy, hogy
kOzben a vektor hossza nem valtozik. A korabbi téetelbeli

jeloléseket hasznalva legyen
x=Ae =a y=|a|,e.

lgy a 0,4,szorzés elvégzése utan kapott matrix elsé
oszlopaban a masodik elemtdl kezdve minden értek 0.



Householder-algoritmus

Bizonyitas (folyt.)
Tegyuk fel, hogy az allitas teljesul az elsé
esetre! Az 4 matrixot irjuk fel

A = U; ol
/ol C,

J

particionalt alakban, ahol
JxJj x(n—j)
U, eR"™, B e R™"7,

T (n—j)xj (n—j)x(n—j)
O, eR , C, eR .



Householder-algoritmus

Bizonyitas (folyt.)

Ismét felhasznalva az eldbb mar alkalmazott tételt,
van olyan s, e R"7"7elemi tukrozo matrix,amellyel
szorozva az §,C, matrix elso oszlopaban a maso-
diktol kezdve minden elem O.

A particionalt elemi tukrozo matrixokra vonatkozo
tetel szerint 0 [1. 0)

J J

= T
OJ. S

J

szintén elemi tukrozd matrix.



Householder-algoritmus

Bizonyitas (befejezes).
Tehat az

I. O \(\U. B, U. B,

A =0 A =| J J VAN D J
J+ JHET o' S l|lo cC. O S.C,
J J J J J

J

matrix mar a j+7-dik oszlopaban is olyan
tulajdonsagu lesz, hogy az AJ.+1 f6atlo alatti elemei
rendre O erteklek.
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Ortogonalis-triangularis felbontas

A fenti tetel bizonyitasaban szerepl0 eljaras
valoban dekompoziciot ad, hiszen igy

An—l — Qn—1Qn—2-"Q1A>

ahol R = 4 __ felsé triangularis matrix,Q, 0, ,...0,
ortogonalis matrix, aminek Q inverze (vagyis az
elObbi szorzatmatrix transzponaltja) is ortogonalis,
gy

A=QR.
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Peélda

Hatarozzuk meg a Householder-algoritmussal
az alabbi matrix ortogonalis-triangularis
feloontasat.

(3 2
4 9,
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Megoldas

Most csak egy elemi tukrozo matrixra van

szukség, arra, amely az elso oszlop

masodik elemét kinullazza. Legyen
x=3,4)" és y=(50).

Igy

( )

4
5
_3|
5

n|bhw|w

\ J

13



Megoldas

( \
s 26
_ 5
0o _/
\ S)
4 \
s 26
5.
0o _/
\ 5)

(3 4
= = I3 2

A4 l5 5
R=04=12 3 (4 5]

5 5
Tehat a QR dekompozicio:
(34
4 5 4 3
5 5/
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1 # Az A=Q.R ortogondlis triangularis felbonté&st

2 # tikr6zd matrixokkal el6allitd eljaras

3

4 QR_HOUSEHOLDER := proc(A::’Matrix’(shape=square))
B loeal B, Ak B j, 85, B_j; Hbat T

6 #option trace;

7 use LinearAlgebra in

8 n := RowDimension(A);

9 Al := evalf(Copy(A)); #lemésoljuk az A matrixot
10 Q := Matrix(IdentityMatrix(n));

11 for j from 1 to n-1 do

12 a_j := Vector(Al[j..n,jl);

13 h j := a_j - sign(a_j[1])*VectorNorm(a_j,2)*UnitVector(l,n+1-j]
14 Hhat_j := HouseholderMatrix(h_j);

15 TN iy PO O 0l (R M L

16 Qli-n.--n] += QLJ..n.j.:0] . Hhat j;

17 if j > 1 then

18 ql1..31-1,3..n] 3= QM1..3-1...n).Hhat §;

19 end if;

20 end do;

21 return G,Al;

22 end use;

23 end proc:
15



FelsO Hessenberg matrix

Definicido: A H fels6é Hessenberg matrix, ha

barmely j+1<i-re. 7

Példa:
1 1 1 4)
2 3 2 2
0 -1 2 1

0 0 1 2,
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FelsO Hessenberg alakra
transzformalas

Megjegyzeés. Tetszéleges 4 € R™" matrix véges sok
elemi tukroz0o matrixszal vegzett ortogonalis hasonlosagi
transzformacio segitsegéevel felsd Hessenberg alakra
transzformalhatd, vagyis megadhaték olyan Q,,0,....,0
elemi tukrozo matrixok, hogy az

A4,=4 4,=0,4,,0,,

rekurzioval szamitott 71,2, ...,/-dik oszlopaban mar felsé
Hessenberg alaku. Specialisan az A,,_z matrix felsé
Hessenberg alaku matrix lesz.
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Regularis matrixok QR-felbontasa
a Cholesky-fele dekompozicioval
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Eljaras

Ha A regularis, akkor a B = 4" 4 matrix pozitiv
definit, tehat |étezik B-nek kanonikus

Cholesky-felbontasa.
Legyen O = 4R™ . Ekkor az A=QR ortogonalis

triangularis felbontas, hiszen R felso
triangularis matrix, masreszt Q ortogonalis.
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Q ortogonalitasanak bizonyitasa

0"0=(AR" (4R")=(R"'} 4" AR =
=(R"f BR'=(R") (R"R)R" =
— ((RT )_IRTXRR‘I): =1

A Cholesky-féle felbontason alapulo QR-felbontas
numerikusan instabill.



Peélda

Hatarozzuk meg a Cholesky-felbontason
alapulo eljarassal az alabbi regularis matrix
ortogonalis-triangularis felbontasat

(3 2

A= .
4 5




B:ATA:(

Megoldas

2 3 5)

B Cholesky-felbontasa:

5

( 6 )

(\)

B—RTR—[%
5

0\ 5
7
5)0

U}l\]th‘

|

25 26
26 29

J
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Megoldas

lgy 1 26) (3 4)
3 2N\ L2l | T=

_ upl 5 35|_|5 5
oA ‘[4 5)0 5 7]a s

\ 7 ) \5 5 )

Tehat a QR-dekompozicio:

(3 4\/5 26 )
3 2) |5 s 5
4 5) 14 301, 7|

5 s 5




Osszehasonlitas

Hasonlitsuk 0ssze a Householder-algoritmus
és a Cholesky-féle felbontason alapulo

eljaras eredmenyeit.

3 2
Householder-algoritmus: £4 j:

5

Cholesky-féle felbontason

(3 2
alapulo eljaras: 4 5

j:

(3

4 )
5

3
5
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A felbontas unicitasarol

Teétel. Regularis A matrix ortogonalis
triangularizacioja Q oszlopainak és R
sorainak elgjeletol eltekintve egyertelmd.

Bizonyitas.
Tekintsuk A két felbontasat.

A= QlRl — Qsz
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Bizonyitas (folytatas)

Mivel A reqgularis, igy a determinansok szorzas-
tetele miatt, a felbontasban szerepldo minden
matrix regularis, ezert

QzT Ql — R2R1_1-

Itt a baloldalon ortogonalis matrix all, a jobb
oldalon viszont felsoO triangularis matrix, ami csak
ugy lehet, ha mindkét oldal egy V diagonalis
matrixszal azonos.
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Bizonyitas (befejezés)
Mivel V egyszerre diagonalis és

ortogonalis matrix is, igy a foatlojaban
csak +1 és -1 allhat, valamint

Qz — Q1V R, =VR,

ami a tetel bizonyitasat jelenti.
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Elemi forgatomatrixok
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Elemi forgatomatrixok

Definicié. Tetszbleges 1<p<g<n és 0<6<2r
eseten az

S(p.q,0) =

[ +(cosf — 1)(epe; + eqeqT) + sin H(epeqT — eqe;)
alakban megadhato matrixokat elemi
forgatomatrixoknak nevezzik.

(Masik szokasos elnevezesuk: Givens-
matrixok.)

29



sin @ <~ (p)

cos @ )

T
(q) 30



Tulajdonsagok

Tetszbleges S(p,q,0) elemi forgatomatrix és A matrix
eseten

a) az S(p,q,0) matrix ortogonalis,

b) az A'=AS(p,q,0) matrix oszlopvektorai tetszbleges
1< -re A oszlopvektoraibdl az alabbi képlettel
szamolhatoak

a. ham#=pésm+#q

!

a',=4costa, —sinbta, ,ham=p

\smHap +coséu, ,ham=gq
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QR-felbontas, felsO Hessenberg-
alakra transzformalas

* TetszOleges valos, kvadratikus matrix
ortogonalis triangularis felbontasa
eléallithato elemi forgaté matrixokkal O(n?)
muvelettel.

* TetszOleges valos, kvadratikus matrix
O(n?) elemi forgatdmatrixszal végzett
ortogonalis hasonldsagi transzformacio
segitségével O(n3) mivelettel felsé

lessenberg-alakra transzformalhato.
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QR-felbontas

Példa. Hatarozzuk meg az alabbi matrix
QR-felbontasat elemi forgaté matrixokkal

A:G ij

Megoldas.
COSX : 3 ' 4 4
= =— sInQ = =—
\/324_42 5 \/32+42 S
3 4 26 3 4 26
i AN R 5 510 s
4 314 5 0 / 4 3 0 7
5 5 5 5 5 5




Mieért ‘forgatd’ matrix?

* Ha az (x,y) koordinataju pont 3 szoget zar
be az x-tengellyel és azt az origd korul -a
szoggel elforgatjuk, akkor az igy kapott
pont (X',y’) koordinatai

(zcos(B—a),zsin(f —a))

ahol z=+x>+y” ={x*+y” gy
X

x'=z(cosacos f+sinasin f)=z(cosa—+ sinal) =
zZ Z

=Xcosa + ysina
. . X .
y'=z(sin fcosa —cos fsina) = Z(ZCOSOZ ——sinQa) =

Z Z
34

= yCcosa —XxsIno



Megjegyzeés

 Haismert az A=QR dekompozicio, konnyen meg-
kaphato |det A| is. Ehhez elég meggondolni, hogy egy
ortogonalis matrix determinansa csak +1 vagy -1 lehet.
Ekkor viszont )
detA=]]Ir|

 Haismert az Ax=a linearis eSlyenIetrendszer egyutthato-
matrixanak A=QR felbontasa, akkor tekintve a

Qy=a

Rx=y
egyenletrendszereket y konnyen meghatarozhato,
kihasznalva Q ortogonalitasat (v =Q"a ), majd a
szokasos visszahelyettesitéssel x is megkaphato.
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Gyakorlo feladatok
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Gyakorlo feladatok

» |etezik-e olyan elemi tukrozes, amely az
egysegkort az egysegnegyzetre kepezi le?
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Gyakorlo feladatok

» | ehet-e egy matrix egyszerre elemi
tukrozo és elemi forgatd matrix is?
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Gyakorlo feladatok

« Hatarozza meg az alabbi matrix QR
feloontasat a Householder-algoritmussal.

(2 -2 0 -1
1 0 0 0
0O -1 2 =2

-2 -2 1 -1,
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