Kozelitd és szimbolikus
szamitasok haladoknak

1. el6adas
Ortogonalis transzformaciok



Ortogonalis matrixok,
ortogonalis transzformaciok



Ortogonalis matrixok

Definicio. A QUR™ matrix ortogonalis, ha

QQT =1,
Példa. Az aldbbi matrixok ortogonalisak.

( \
L 0010
> 2 1 000
V31 0001
2 2

0 1 0 0



Ortogonalis matrixok

e Csak regularis matrix lehet ortogonalis.

(Kovetkezik a determindnsok szorzas-
tételebdl.)

« Ortogonalis matrix inverze megegyezik a
transzponalt javal.

Q" =Q



Ortogonalis matrixok

« Ortogonalis matrix oszlopvektoral
ortonormalt vektorrendszert alkotnak.

1, hai = |

.
ad.=0. =
B4 10, hai # |

 Komplex matrixok esetén a H-ortogonalis
mellett hasznalatos az unitér elnevezeés
IS.



Ortogonalis transzformacio

Definicio . A QOR™ ortogonalis matrixszal
megadott R" _ R"

X > QX

leképezést, ortogonalis transzformacidnak
nevezzuk.

Az ortogonalis transzformacioknak szamos
gyakorlati alkalmazasuk van.



Ortogonalis transzformacio

Ortogonalis matrixok tavolsagtarto transzformaciot
indukalnak.

Tétel. A QOR™ ortogonalis matrixra és X[1R"
vektorra |, =[x,

Bizonyitas.

Ix; = (@) (@x)= X' Q"Qx = x" (Q"Q)x = x"x = |

Megjegyzeés. A tétel megforditasa is igaz, vagyis
ha minden x[JR"vektorra |QX|, =|)X|,, akkor Q
ortogonalis.




Ortogonalis transzformacio

Hasonlo ,hosszmeg6rz8” tulajdonsag teljesul akkor
IS, ha matrixok ortogonalis transzformaciojat tekintjtk,
a 2-es és a Frobenius normaban.
Tétel. Tetszbleges AOR™ matrixra és QOR™
ortogonalis matrixra

a) ‘Q'Aﬂz N 2

b) QA=A




Bizonyitas

a)
IoAf; = pl(@a) (@a))= pla" (@' Q)A)-
= p(ATIA) = p(A"A) = | Al

b 2 L 2 s 2
' oAL =2 (Al = X fnen] -

n
="l Aey B Al
j=1



Megjegyzesek

* Mivel tetszbleges BOR™ matrix eseten mindket
vizsgalt normara teljesdl ||B||=[| B’ ||, igy azt is
igazoltuk, hogy

AQ[, =|Al,
AQ F :HA”F
o Tetszbleges ortogonalis hasonlosagi transz-

formacid esetén
Q"AQ|, =|A,
Q'AQ|, =|A..
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Kovetkezmény

etsz6leges AOR™ matrixra és QOR™
ortogonalis matrixra mind a 2-es, mind

a Frobenius normahoz tartozo kondicio-
szamokra

cond(QA) =cond(A)
cond(Q' AQ) = cond(A).

11



Megjegyzeés

o A ,hosszmeg6rzd” tulajdonsagbol kdvetkezik,
hogy minden Q valds ortogonalis matrix sajat-
értékeinek abszolut érteke 1. (De ett6l meg
lehetnek komplex sajatertekei is a matrixnak.)

Példa.

(-1 0 0)
Q=0 0 -1
L0 1 0,

ortogonalis matrix sajatértékei

A =-1 A =i, A,=-i
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Gram-Schmidt-féle ortogonalizacio

13



Ortogonalis-triangularis felbontas

Definicio . Az AOR™ matrix ortogonalis-
trianqularis felbontasan, A-nak egy

A 4

ortogonalis, R felsé triangularis matrix.
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Gram-Schmidt-fele ortogonalizacio

Legyen ACR™" tetszOleges regularis matrix.
Az A=QR egyenloséget oszlopokra bontva

igy Is megadhatjuk:

9 J J (r11 oo Ty 0 Ty |
0 r22 er r2n
0O O : :

(aa,..a..a,) = (40 O--0) . r
S . :
O 0 - . o1,
(0 0 - - 0 1,




Gram-Schmidt-fele ortogonalizacio

Az A matrix linearisan fuggetlen oszlopvektorai az
alabbi linearis kombinaciokkal fejezhetdk ki a Q orto-
gonalis matrix ortonormalt oszlopvektorrendszerével:

& =I;0
a2 = r12(:11 T r22(:12

a =1, Qg +r,q, ...+ 1,4,

a'n — r1nql T anQZ t...t rnnqn'
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Gram-Schmidt-fele ortogonalizacio

Az elsd

a =4
egyeniosegbol + -
Ay & =yt G =Ny

kovetkezik, igy valaszthato

def 1
r11:+\/aiTai es Q1__

11
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Gram-Schmidt-fele ortogonalizacio

tal:

qlTak - 1kiﬂl+r2kqi-rq2 t. +rkq| ql t. +rkkq| qk

0 0 1 o
Innen

:qiTak i=12... k-1
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Gram-Schmidt-fele ortogonalizacio

Meghatarozva a
def

=a, —(ry 0, +r,09, +...+ 1,4, 0 q)

vektort, a B, =1, (., 6sszefliggést felhasznalva
adodik

def 1
M :+1/bljbl< és d, :r_h<
Kk
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Az algoritmus muveletigénye

* n darab néegyzetgyokvonas,
o az aritmetikal miveletek szama

Zn:(Zn(k -1 +2n+2n(k-1))=

k=1

= ZnZn: (2k -1) =O(n°)

» A gyakorlatban a mddositott Gram-
Schmidt eljarast hasznaljak.
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Maple kod a QR-felbontas
meghatarozasara a Gram-Schmidt-
fele ortogonalizacio alapjan

3 GramSchmidt-QR:= proc( A :: ’Matrix’(shape=square))

4 local Q, R, b, 1, j, k, 1, n; # lokalis valtozodk

5 #option trace;

6 use LinearAlgebra in # felhasznaljuk a LinearAlgebra
csomagot

i n := RowDimension(A); # az A matrix sorainak a szama

3 Q 3= Matrizin):

9 R := Matrix(n, shape=triangular [upper]);

10 b := Vector(n);
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1.4 for j from 1 ton do

12 for i from 1to j-1 do
kiszamitasa

13 R[1i,]]

14 end do;

15 b := Vector(A[i..n,jl);

16 for k from 1 to j-1 do

17 b :=b - R[k,jl1*Q[1..n,k];

18 end do;

19 R[j,j] := sqrt(DotProduct(b,b));

20 for i from 1 ton do

21 Q1,31 := 1/R[j,j1#b[i];

22 end do;

23 end do;

24 return Q,R;

25 end use;

26 end proc:

# az R matrix j. oszlopéanak

:= DotProduct(Q[1..n,i],A[1..n,j]);

# visszaadjuk a @ és R matrixot

# az eljaras vége
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Megjegyzeés

Ha a kiindulasi matrix oszlopvektorai linearisan
fliggetlenek, az eldbbi eljaras kiterjeszthet6 az
AOR™™ és n=m esetre is.

Ha az ALOR™™ oszlopregularis (s igy szikség-

képpenn = 1), akkor egyertelmiien megadhatok

olyan QUR™™ és ROR™ " matrixok, hogy A=QR, és

() Q oszlopvektorai ortonormalt rendszert
alkotnak,

(i) R olyan felsd triangularis matrix, amelyben
r. >0 mindeni=1... m -re.
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Elemi tukrozo matrixok
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Elemi tukrozo matrixok

Definicio. A Q kvadratikus matrixot elemi tikr6zéd matrix-
nak mondjuk, ha Q=I vagy felirhato

— T
Q=1-2qq
alakban, ahol g olyan vektor, amelyre
T — lall? —
q'q=|qf, =1.

Az elemi tikrozé matrixokat Householder-matrixoknak is
nevezik.
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Elemi tukrozo matrixok

Az elnevezeés onnan adodik, hogy Q# |
esetben, az x - Qxtranszformacio az n-
dimenzios euklideszi térnek egy g normal-
vektorral megadott, origon atmend hiper-
sikra valo tukrozését adja, ahol

Q=1-2qq .
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Peélda

2 J2)

Irjuk fel a (7'7} normalvektorral megadott,
origon atmeno egyenesre valo tukrozeést
szolgaltato elemi tukr6z6 matrixot, €s
szamoljuk ki a segitsegevel az (5,3)
koordinataju pontnak az el6bbi egyenesre
valo tukorképenek a koordinatait.
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Megoldas

/\/E\
ooy )4 5|7 )
N 2

o5 o

A megadott pont tikorkepenek koordinatai:

2 ol3)ls
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Elemi tukrozo matrixok

Tétel. Minden elemi tikrozé matrix szimmetrikus
és ortogonalis.

Bizonyitas.
Legyen Q elemi tlikrozd matrix.
a) Q szimmetrikus, mert

Q" =(1-2qq") =1"-2(g") q" =1 -2qq" = Q.
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Elemi tukrozo matrixok

b) Q ortogonalis, mert
Q'Q=QQ=(I-2qq" I —2qq")=
=1-299" —2q9' +4q9'qq’ =
| -4qq" +4q(a"q)o” =1

felnasznalva, hogy Q szimmetrikus és

g q=1.
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Elemi tukrozo matrixok

Tétel. Legyenek x és y azonos hosszusagu
de kulonb0z6 vektorok az R" euklideszi

térben. Ekkor a _ X-y
, x= ],
és

Q=1-2qq"

formulakkal megadott elemi tlikrozeés x-et y-
ba viszi.
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Elemi tukrozo matrixok

Bizonyitdas. Konnyen lathato, hogy
ld, =a"a=1.

Hatarozzuk meg a Qx vektort!

QX‘[' %, Ux ) j]

(x=y)'x_
o, .

=X=2(X-Y)



A bizonyitas folytatasa

X' X—y' X
=X—=2(X~Y) =
(x=y) (x-y)
T T
=X—-2(X—Y) ASRA AR, =

X'Xx—y'x=-x'y+y'y -
Hasznaljuk fel, hogy

X'X=y'y & Xy=y'x
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A bizonyitas vege

X'x—y'X _

= X—2(X— =
(X=Y) X'X—y'x=x'y+vy'y

2(X'x-y'x)
T Ty V-
2(X' X—Y X)

=X=(X=Y)

Ezzel igazoltuk, hogy

QX=Y.
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Megjegyzeés

o A késbbbiekben tobbszor hasznalni fogjuk
az el6z6 transzforméaciot az y=|x|.g

specialis esetben, amikor a tikrozeés célja

a X vektor (elso6tol ktlonb6z6) komponen-
seinek kinullazasa. Ekkor a

X_
q=—
IX=yll

vektor altal definialt transzformaciot
alkalmazzuk.
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Megjegyzeés

etsz6leges Q elemi tukroz6 matrix, A
matrix és x vektor esetén a Qx (illetve x'Q)
transzformalt vektor O(n) muvelettel, a QA
(illetve A'Q) transzformalt matrix O(n?)
muovelettel meghatarozhatok.
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Gyakorlo feladatok



Gyakorlo feladatok

e Hany olyan 3x3-as Q ortogonalis matrix
van, amelynek minden komponense O, 1
vagy -17?

* Igazolja, hogy az egységmatrixtol
ktlonb0z6 n-ed rendd elemi tikrozo
matrixnak a +1 szam (n-1)-szeres, a -1
pedig egyszeres multiplicitasu sajatérteke.
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Gyakorlo feladatok

e Hatarozza meg az alabbi matrix QR
felbontasat a Gram-Schmidt-féle
ortogonalizacios eljaras segitsegével.
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