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10. gyakorlat
Komplementaritas tétel

Komplementéris jelentése ’kiegészit’, vagyis mi a dualitasrdl val6 ismereteinket egészitjiik ki, igy
csokkentjiik a sziikséges szamolds mennyiségét.

1. Tételek

Tétel 1:
x* = [x},x3,...,x;] lehetséges megoldds és y* = [y}, y3, ..., ¥}, lehetséges megoldas, akkor és csakis
akkor optimalis, ha:
(*) Xy aijy; =cjéslvagyx; =0igaz, j=1,....m
ha xj > 0, akkor y-t a dudlis feladat j-edik egyenletébe helyettesitve teljesiil az egyenldség
(*%) 2?1:1 a;jjx; = b; és/vagy y; =0igaz,i=1,...,n
ha y; > 0, akkor x-et az i-edik egyenletbe helyettesitve "="-et kapunk (a feltétel éles)

(Komplementaritds lazasag - 1. potty)

Kiegészitések:

e Logikai formulaként felirva: AUB = -A — B vagy -B — A
(példaul: az esti buliban lesz sor vagy palinka, ha 10 el6tt érkeziink, az azt is jelenti, hogy ha
nem lesz sor, akkor azért palinka biztosan lesz, és forditva)

e Primdl természetes valtozoi és a dudl mesterséges valtozéi kozott teremt kapcesolatot, és fordit-
va.

Tétel 2:

x* = [x},x3,...,x;] lehetséges megoldds <> optimalis megoldds, ha Jy lehetséges megoldés, amely-
re (*) és (¥%*) igaz.

(Komplementaritas lazasag - 3. potty)

Kiegészités: Egy primal feladat optimalitdsa akkor is ellendrizhetd, ha nem ismeriink egyetlen
dudl optimumot sem.

2. 1. feladat

Primal feladat:
Vegyiink egy korabbi orai példat:

Primal feladat: Dual feladat:
x1 + x < 5 yioo o+ oy 2z 2
x1 + 3x < 7 — yi + 3y > 1
2x1 + xp — max Sy1 + 7y; — min
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Vegyiik fel a kordbbi 6rdhoz hasonl6an az uj korldtainkat:
2x1 +x2 < (y1 +y2)x1 + (14 3y2)x2 = (61 +x2)y1 + (01 +3x2)y2 < Sy1+Ty2

Ha csak az xj-re vonatkozdan szeretnénk a feltételeinket ugy kielégiteni, hogy optimumot kap-
junk, akkor nem elegendd a "<"-nek fenndllnia, teljes egyenléségre van sziikség, az alabbi médon:

2x1 = (y1 +y2)x1, akkor lehet egyenld, ha x; = 0 vagy 2 = y; + y; teljesiil.

Hasonldéan x, esetében.
Ahhoz, hogy ezek az esetek fenndlljanak az 1. tétel (*) pontjit alkalmaztuk valdjdban. Az optimum
értékét pedig egyszerii probalgatiassal megkaphatjuk. Legyen példaul x; = 0, ekkor a tétel miatt az
elsd egyenldtlenségben egyenldségnek kell lennie, vagyis ha x, = 0, akkor x; = 5, ami pont a kordbbi
6rédn kapott optimdlis megoldas.

3. 2. feladat

Primal feladat: Dual feladat:
L x1 - x < 4 -y - Y2 - 3 < -1
I x - X3 < 4 . Vi - 3 < -1
I x; + x + x3 < 10 y2 - y3 < 0
Xy + X —  max 4y + 4y, - 10y3 — max

Kisérletezziink!
Prébélgassunk primdl optimélis megolddsokat, anélkiil, hogy végigszdmolnank a dudlist.
A 2. tétel kiegészitése alapjan ez elegendd, hogy a primél megolddsokrdl eldontsiik valéban optimalisak-

€.

Példaul: x = (0,4,4), azaz az x optimalis megoldds rendre: x; = 0, x, =4 és x3 = 4.

L =" > - y2 - y3 < -1 »=0,y1>0,y,>0
L =" = —1 -oyso=
. "< - =

y:(_la ) )X

Hasznéljuk fel az imént megismert tételeinket:

e El6szor is szamoljuk ki az optimumok alapjan, hogy a primél feladat feltételeiben fenn all-e az
egyenlség, vagy sem, ezeket jegyezziik fel.

o Az 1. tétel (**) pontja alapjan meg tudjuk hatdrozni, hogy az egyes y;-kre teljesiil-e az, hogy
egyenlSk O-val. Vagyis y; akkor lesz nulla, ha a primal feladat i-edik sordban nincs egyenldség
(amiket az el6z0 1épésben kiszdmoltunk).

e Az 1. tétel (*) pontja alapjan eldonthets, hogy a dudlis feladatban egyenldségek szerepelnek-e.
Vagyis, ahol a primdl optimalis megoldasunkban nem 0O szerepel, ott biztosan egyenldség van a
dudlis feladatban. A tobbit késébb tudjuk majd csak eldonteni.
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e Utolso 1épésként szamoljuk ki az y lehetséges megoldasit:

— A 1L feltételbdl szintén y3 ismerete alapjan ki tudjuk szamolni y;-et. Ez viszont ellent-
mondashoz vezet, mert a lehetséges megoldasnak nemnegativnak kell lennie!

Nézziink még meg néhany lehetséges primal optimalis megoldast hasonlé médon:
Példaul: x = (0,5,5).

Lo"<" 1 - 2 -y < -1y =0,=0,y3>0
L "< = 1 - o= -l
III n_n y2 - y3 = 0

y=(0, 0, 0/1) X

Ellentmondasba futottunk, mert y3-nak egyidejiileg kéne 0-nak és 1-nek is lennie.
Adsnle v — (2 14 1

Példaul: x = (?’ 3 ?)

I. n_mn _)’1 _ y2 - y3 = —1 y] Z 0, )72 2 O’ y3 Z 0
II n_mn = _yl - y3 = —1
III n_n y2 - y3 0

-122
y=(%5,53) X
Az els6 esethez hasonléan negativ szam keriilt a lehetséges megolddsok halmazaba, igy ellent-
monddshoz jutottunk.

Példaul: x = (0,6,4).

L "<" =y -y - y3 < -1 y=0,y22>20y;>0
II_ n_mn : _yl - y3 = —1
m. ="

Y2 - y3 =

0
y=(0,1,1) v/

Leellendriztiik a primal feladat optimalitdsit a dudl optimumok ismerete nélkiil.
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