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Linedris algebra — attekintés
900000000

Vektorok

@ Skalar = egy szdm; lehet valés (m = 3.14...), raciondlis (3/4),
egész (5, -8), stb.

@ Vektor = szamok egy sorozata, pl.

3
X = (1) oszlopvektor vagy y = [1 5 0 3] sorvektor
2
e Transzponaldssal lehet oszlopvektorbdl sorvektort kapni és forditva,
1
pl:x"=[3 1 0 2]éy’ = 0
3
e x= [z m ... x| cskaldrszorosa cx = [cx1 cxy -+ cxy)

példaul
3-x=3-[3 10 2/=[9 3 0 6]



Linedris algebra — attekintés
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Vektorok

@ 2 (azonos méretli) vektor Osszege:
x=[z1 22 ... xp|ésy=[y1 Y2 ... yn| esetén

x+y=[z1+y T24y2 ... Tn+yn)
példaul
[3 10 2]—1—[2 5 4 0]2[5 6 4 2]
@ 2 (azonos méretii) vektor skalarszorzata:
X = [acl To ... acn] ésy = [yl Y2 ... yn] esetén
Xy = T1Y1 + Z2y2 - + Tn¥n
példaul

310 2/-[25 4 0=6+5+0+0=11



Linedris algebra — attekintés

[e]e] lele]elele)

Matrixok
1 0 31
o Matrix = szamtdblazat; pl. A= (3 2 4 0
2 3 01
e Egy altaldnos m X n-es matrix: A i-edik sora A j-edik oszlopa
an a1z ... [a1, ai;
a1 a2 ... |A2n az;j
= | T lai a ... G
Aml Am2 .. |Qmn Amj
@ A matrix transzponiltja
1031 N
2 3 01 3 479
1 01

Megjegyzés: (AT)T = A



Linedris algebra — attekintés
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Matrixok

@ A matrix skalarszorosa:

1 0 3 1 2-1 2.0 2:3 2-1 2 0 6 2
2-13 2 4 0|=12-3 2-2 24 2.0{=1|6 4 8 0
2 3 01 2-2 2-3 2-0 2-1 4 6 0 2
@ 2 (azonos méretii) matrix 0sszeadasa
1 0 31 31 4 3 4 1 7 4
32 4 0/+12 013 =1|52253
23 01 0 2 1 4 2 5 1 5

@ Egy n x m-es és egy m X k-s matrix szorzata n X k-s matrix:
3 1

10315, 6 7
32405 ,|=|1B81},[1t031]-[1to20]=7
230 1] |5 ¢ 15 2



Linedris algebra — attekintés
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Matrixok

o Fontos: métrixokra &ltaldban AB # BA, de (AB)T = BTAT

@ Ezt kivéve a matrix Osszeadds és szorzds hasonld, mint a (valds)
szamokndl (zéruselem, egységelem, asszociativitas, disztributivitas)

e Egy n hosszi (oszlop)vektort egy n x 1-es matrixnak tekintjik

@ Matrix és vektor szorzata:

1 0 31 (1) 7

3 2 40 9 = |11
2301 3x4 0 2 3x1

4x1
@ Oszlopvektor sorvektorral szorozva matrix lesz:

3 3 15 9

1 1 5 3
0 15 3] = 0 0 0
2 2 10 6

4x1 4x3



Linedris algebra — attekintés
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Linedris egyenletrendszerek

o Egy linedris egyenletrendszer

a11r1 + apre + ... +  apr, = b
a1x1 + axry + ... + apx, = by
amit1 + amors + ... + GmnZn = b

@ vagy matrixos formaban irva

Ax =D,
ahol
all a19 . A1n I b1
as1 a9 ... Qop T9 by
A= X = b=

Ami Om2 .. Gmn Tn, bm



Linedris algebra — attekintés
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Linedris egyenletrendszerek: Példa

103 1 il 1

3 2 4 0|72 =13

23 0 1| | 0
T4

szorozzuk meg mindkét oldalt (balrdl!) a kovetkezd matrixszal

-4 3 =2
8/3 —2 5/3
5/3 —1 2/3
ez nem viéltoztat az egyenletrendszer megolddsin (determindnsa # 0)
4 3 -2 1031i1 —4 3 =21 [
8/3 —2 5/3 3240 I2:8/3 -2 5/3| -3
5/3 -1 2/3| |2 3 0 1 x3 5/3 —1 2/3| |o
4
100 —6 il 5
01 0 13/3|- $2 = |-10/3
001 7/3 3 —4/3

Zq



Linedris algebra — attekintés
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Linedris egyenletrendszerek

@ Visszairva egyenletrendszer formara

il — 6$4 = 5 r] = 9 + 61’4
13 _ 10 _ 10 13
xTo +§$4——§ — 1'2—_? — §$4
7 4 4 7
T3 +§$4 = 3 1'3——5 — §$4

@ A jobboldal szétar formdban van: z4-nek értéket adva (pl. 4 = 0)
leolvashatunk egy megoldast

Kérdés: Hogyan valasztottuk ki a matrixot, amivel szoroztunk?
= Az A 3x3-as részmatrixdnak inverzét haszniltuk
(Id. Gauss eliminacid)!

o Egy A négyzetes matrix inverze az A~! matrix, amelyre
AA~' = A71A =1 (I az egységmatrix)



Szimplex algoritmus — matrixos leirds
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Szimplex algoritmus matrix leirdsa

Vegylik a Standard alaka LP feladatot:

n
Zaijxjgbi i:1,2,...,m
j=1

n
max E ijj
j=1

Mesterséges valtozdk bevezetésével:

n
E aijznj—I—:BnH:bi 1=1,....m
Jj=1

n
max E Cj:L’j
7j=1

A szokasos feladatunknal:

r1+ 72 < 80

2rx1+ x9 < 100
il S 40
T1,T2 Z 0

max 3x1+2x9

Példanknal:

1+ To+x3 =80
21+ x9 +Z4 =100
X1 +x5 =40
Tly... 435 Z 0
3x1+2x9 — max



Szimplex algoritmus — matrixos leirds
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Szimplex algoritmus matrix leirdsa

Ez matrix alakban a kovetkezoképp irhaté le:

oy T
T2
a1 a2 - Gip 1 : b1
as1 a2 - a2, 1 : bo
Ax=Db: N =
Tn+41
Aml Am2 - Amn 1 : bm
[ Tntm ]
1
1 11 00 T2 80
21 0 1 0 z3| = |100
1 00 01 T4 40
x5



Szimplex algoritmus — matrixos leirds
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Szimplex algoritmus matrix leirdsa

o ]
L2
[01 ey 0 ey O - 0]. Ty | =2
Tn+1
[Tntm |
L1
L2
320 0 0] |a3] =2
L4
L5



Szimplex algoritmus — matrixos leirds
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Szimplex algoritmus matrix leirdsa

A feladat matrix alakban T
11100 T2 80
Ax=b 2 10 1 0] |as] = [100
x>0 100 0 1] |ay 40
T5
max CTX

max[?) 2 00 0] - X
o Egy szétarat egyértelmilen meghataroznak a bazisvaltozoéi.

@ Legyen B a bazisvaltozék, N a nembdzis véltozdk indexhalmaza, pl.
B=1{1,2,5} N ={3,4}

Bontsuk szét a vektorokat és matrixokat a bazisvaltozékhoz és a nem
bazisvaltozékhoz tartozé részek szerint:

x:[;:f/],ngz ; ,XN:EE],CT:(C%;CJT\/):(B 2 o]0 0))



Szimplex algoritmus — matrixos leirds
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Szimplex algoritmus matrix leirdsa

Bontsuk szét az A métrixot B = {1,2,5} és N’ = {3, 4} szerint:
Legyen B az bazisvaltozékhoz tartozé matrix

Legyen N a nembazis valtozékhoz tartozé matrix

L1 T2 T3 T4 Ts X1 T2 Ty €T3 T4
1 11 0 0 1 10 10
A=121010|—B=|2 1 0| and N=1|0 1
1 010 0 1 1 01 0 0

és ahogy az el6bb

x= 28] ox =[] o= |22) " = (e k) = (I3 2 0] 0 o))



Szimplex algoritmus — matrixos leirds
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Szimplex algoritmus matrix leirdsa

igy a matrix alak a szétbontott matrixokkal

x 1 1 0] [z 1 0 -
Ax = (B N) (x8> = Bxg+Nx\, 2 1 0]-|a2|+|0 1 [mﬂ
N 10 1] [=5] [0 of M

z1
c’'x = (cB cN) (;:ff) :c£XB+c/Tva [3 2 0]- T —I—[O O]-[m}

Azaz az optimalizalasi probléma a kovetkezd:

Bxz + Nxy =b
x>0

max chlg + c/T\/xN



Szimplex algoritmus — matrixos leirds
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Szimplex algoritmus matrix leirdsa

Feltéve, hogy B invertalhatd, a kovetkezo levezetés igaz:

Ax = b
Bxgp+Nxy = b
B '(Bxg+Nxy) = B7'b
B 'Bxs+ B 'Nxy = B-lb
x5+ B 'Nxy = B7'b
xz = B 'b—-B !Nxy
11 0] [ 1 0], 80
210302—&—01983]—100
1 0 1] |25 |0 of ™ 40
-1 1 0 1 1 0] [xy 1 0] -1 1 0] [80
10 210x2+01{x3]_2—10 100
1 -1 1) \|[1t 0o 1] [zs] [0 of ™ 1 —1 1] |40
1 1 1 0] [t 0 1 1 0] [s0
x2+2—10'01[§3]:2—10 100
5 1 -1 1| |o o] ™ 1 -1 1 40



Szimplex algoritmus — matrixos leirds
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Szimplex algoritmus matrix leirdsa

T -1 1 . 20
x5+ B !Nxy =B~ !b : zol + ]2 -1 Lf”] — |60
Ex R | 20
[21] 20 -1 1 .
xg =B 'b—B !Nxy : To| = (60 — ] 2 -1 [ 3}
ESED 1 -1 U
A célfiiggvényben helyettesitsiik xi-t a kapott kifejezéssel:
z=cl'x = C;;XB + c/Tva
= cL(B'b—B 'Nxy)+chxn
= cfB b+ (¢l — B !'N)xy
T . 20 -1 1 .
2=1[3 2 0] |z2|+]0 0]-[3]:[3 2 0 [ |60 —|2 -1 [3} =
x4 T4
I5 20 1 -1

—180—[1 1] Bﬂ — 180+ [-1 —1] [ii”]
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Szimplex algoritmus matrix leirdsa

Osszerakva az eddigieket:

x3 = B7'b — B !Nxy

z=cEB b+ (ch — cEBT'N)xy

A bazismegoldas, mikor x\ = 0:

x5 = B7b, és a célfiiggvény érték: z = ch_lb.

A megoldas optimalis, ha ¢}, — c;B™!IN < 0, azaz a nembézis valtozdk
egyutthatdi nempozitivak.



A szimplex tabla
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A szimplex tabla

Tekintsiik Gjra a minta LP feladatunkat (katondk és vonatok gyartasa)

Max 2z = 3x1+2x9

Tr1+ To+x3 = 80
21+ x9 +x4 =100
T +x5 = 40
T1,...,T5 > 0

Ekkor a kezd6 bazisra, B = {3,4,5}:

x3
10 0|1 1] |a 80
Ax=[B N][XB}_01021 zs| = [100] =b
Moo 1)1 of = 40

x2



A szimplex tabla
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A szimplex tabla

A kovetkez0 tablazatos formaba tudjuk rendezni a feladatot:

T3 X4 Ty | X1 Lo b
z3| 1 0 0] 1 1 80
gy | 0O 1 0] 2 1| 100
zs | 0 0 1 1 0 40
0 0 0] 3 2 |0+z

Ezt szimplex tablanak hivjuk. A bazismegoldas a , szokdsos”
T = (%1, X2, X3, Tq, -7:5) = (0,07 80, 100, 40)

Hajtsunk végre egy pivot [épést a klasszikus szabaly szerint. Ehhez csak z;
és xo z-beli egylitthatdit (3, illetve 2) kell vizsgalni = z1 a belép6
valtozé.



A szimplex tabla
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A szimplex tabla

Mi legyen a kilép0 valtozé? —> hanyadosteszt, itt pozitiv helyeken! A
korabban tekintett negativ egyutthatdk a rendezés miatt most pozitivak!

Bazisvaltozd | 3 x4 x5 | 1 X9 b Hanyadosteszt
T3 1 0 0|1 1] 80 |80/1=80
T4 0O 1 0|2 1100/ 100/2=50
x5 0O 0 1 1 0| 40 | 40/1 =40 + min
0O 0 0|3 2 0 | O+z

— 11 belép a bazisba, x5 kilép a bazisbdl. A megfeleld (kék) elemet
generaléelemnek nevezziik (gen = 1)

Mi lesz a kovetkezd tablazat?

Jelolje Ry, Ro, R3, R, a tablazat sorait fentrdl lefelé.



A szimplex tabla
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A szimplex tabla

T3 X4 Ty | X1 Lo b
Ri|xz3| 1 0 0] 1 1 80
R2 Ty 0 1 0 2 1 100
Ry |25 | 0 0O 1] 1 O 40
R, 0 0 0|3 2 |0+z
A pivot |épés utani szimplex tabla kiszdmolasa:

Szamolas T3 T4 Ty X1 X b
(—1/gen) xR3+R; |23 | 1 0 -1 0 1 40
(=2/gen) X R34+ Ry | x4 | O 1 -2 0 1 20

(1/gen) x R3 x| 0 0 1 1 0 40
(—3/gen) X R3 + R, 0 0 -3 0 2 |-120+ =




A szimplex tabla
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A szimplex tabla

@ Az eljards analég médon tovébb folytathatd (és ugyanigy torténik
minden, mintha a szétdrral dolgoznank)

o Figyeljik meg, hogy csak a tdbldzat elemei (szdmok és sor/oszlop
indexek) szdmitanak = egyszer(i implementdcids lehetbség

@ Kiilonbozé pivot szabalyok, ledllasi feltételek ugyanigy mikodnek,
mint a sz&tdr esetén

o Erdekl8d8knek: Id. Imreh Balszs konyve



Médositott szimplex algoritmus
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Mddositott szimplex algoritmus

@ A mar ismert szimplex algoritmus mas megyvilagitdsban

A mikodése ugyanaz, csak végrehajtott szdmitdsok kulonboznek

@ Minden iteracidban az (j tablat a kiindulasi standard feladat
egyltthatdibdl irjuk fel
e Minden szétarat/tablat egyértelmiien meghataroz a bazisa
Csak a beléps- és a kilépovaltozd informacidjara van sziikség
Csokken a kerekitési hibak hatdsa a végeredményre
Ritka matrixokra a gyakorlatban gyorsabbnak bizonyul

o Jelolés - N, : az N matrix x; valtozéhoz tartozé oszlopvektora



Médositott szimplex algoritmus
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Modositott szimplex algoritmus egy példan keresztul

Példa.
ry — =z < 1
200 — x < 3
T2 < 5
r , x3 > 0
max 4x; 4+ 32 = 2
Attérés egyenletekre
ryT — X2 + I3 =1
2r1 — T9 + x4 3
) + x5 = 5
4x1 4+ 3xo = z



Médositott szimplex algoritmus
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Mddositott szimplex algoritmus

B={3,4,5}, N = {12}

Matrixok:
1 -1 1 1 00 1 -1 1
A=12 -1 1 B=|0 10 N=1|2 -1 b= |3
0 1 1 0 0 1 0 1 5
4
3 0 4
c= (0|l cg=|0| cnp = 3
0 0
0
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Mddositott szimplex algoritmus

xz =B 'b — B 'Nxy,

z=ctB b+ (chy — cEB T N)xy

O Legyeny = c;‘gB_l , szorozva B-vel jobbrdl oldjuk meg az
yB = cp egyenletrendszert egy Gauss eliminacidval

100
y|[0 1 0|=[0 0 0=y=[0 0 0
001

@ 2z =yb+ (ck — yN)xu. Ha x)r egyiitthatéi < 0, = optimalis bazis,
azaz szamoljuk ki a

1 -1
chr—yN=[4 3]—-[0 0 0] |2 —-1|=[4 3] N={1,2}
0 1

@ Ha nem <0, vélasszunk belépévéltozét: xq (klasszikus, Bland is)



Médositott szimplex algoritmus
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Mddositott szimplex algoritmus

4. Mi legyen a kilép6 valtozd? = hdnyadosteszt, legsziikebb korlat!
o x3 =B 'b- B !Nxy (pl. 3 = 10 — 5z, hadnyados=10/5=4)

min le)l = ¢ hanyadost keressiik ahol (B*IN )i >0
i=1,2,... (B—lel)i o Yy x1 )i .

e Hav= B_lel, szorozzuk B-vel balrdl, és oldjuk meg a Bv = N,
egyenletrendszert! Ekkor

B! i
t=min{<b>, ha v; > 0}

Vi
1 1 1/1
e B b= |3|,v=1[2|= 3/2 min=1 = t=1
5 0 -

= Kilépévaltozd: =3



Médositott szimplex algoritmus
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Mddositott szimplex algoritmus

1 1 0 T3
Az4GjB'b+ B 'b—tv = B b« [3| —|2] = [1]| 24
5 0 5| x5
ész1+—t=1 B={345)\{3}U{1} ={1,4,5} (bazisvaltozdk)
1 Il
xI'=[1 0 0 1 5] (aktudlis bazismegoldds) B 'b=|1|x4
5 Is
Métrixok: B = {1,4,5}, N = {2,3}
1 -1 1 1 00 -1 1]
A=1]2 -1 1 B=|2 10 N=|-10
0 1 1 00 1 1 0]
4 3 1
c'=[43000 cg=]|0 cN:[O] B 'b=|1
0

HF. folytassuk a 2. iteracidval!
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Mddositott szimplex algoritmus Iépései

@ Oldjuk meg az yB = cg egyenletrendszert. Ha c}\} — yN minden
eleme < 0, akkor az aktudlis bazismegoldds optimalis, STOP.

@ Vilasszuk a nembazis valtozokbdl belépovaltozénak egy x;-t, amelyre
a cf/ — yN vektor i-edik komponense > 0 (Id. Pivot szabélyok)

@ Oldjuk meg a Bv = N, egyenletrendszert a hanyadosteszthez
Ha v < 0 az LP feladat nem korldtos, STOP.

(B~ 'b); )
— amelyre v; > 0,

kilépdvaltozé valamely x;, ahol a hdnyados=t

© Hanyadosteszt: legyen t a legkisebb

© Mddositsuk a bazismegolddst: B-'lb =B b —tvész; =t

@ Mddositsuk a bazist: B = B\{i} U{j}, folytatds az 1. ponttal

@ Az algoritmus minden iteraciéban csak a célfliggvény egylitthatékat
és a belépbvaltozé egyiitthatdit szamitja ki

@ Egy szimplex iteraciét két Gauss eliminacidra vezet vissza
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