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1. fejezet

A kényszererss fékezett inga
stabilizalasa és kontrollja

Az eddigi szakirodalombol ismert, hogy a kés6bb bemutatott kényszererds fé-
kezett inga kaotikus [4, 5]. A kaotikus viselkedés létezésében fontos szerepet tolt
be a rendszer instabil megoldasa. Jelen dolgozatban a tekintett inga ezen istabil
megoldasat fogjuk megkeresni. Ezek utdn megismeriink olyan eljaréasokat, mellyel
lehetséges ezen megoldast stabilizalni. Ezen eljarasok alapja az, hogy az inga felfiig-
gesztési pontjara kiils6 erGket alkalmazunk. Természetesen, amikor ezt a tényezét
wkikapcsoljuk”, akkor visszaall az eredeti instabil allapot.

Kétféle stabilizalasi eljarast ismertet a szakirodalom. Az egyik az, amikor a dina-
mikai rendszer allapotatol fiiggéen befolyésoljuk a rendszert. Ezt vagy folytonosan,
vagy diszkrét id6kozonként tehetjiik meg. Ez a tipust kontroll, melyet ,visszacsato-
lasos technikanak” is neveznek, a kezd§ allapotok sokkal szélesebb korére stabilizélja
a kivant allapotot. A masik eljaras az, amikor a dinamikai rendszer éppen aktualis
allapotatol nem fiigg a rendszerre haté er6. Ebben az esetben a kezdd allapotok
sokkal kisebb halmazara tapasztalhaté a stabilizalodas.

Kezdetben megmutatjuk a vizsgélt kényszererds fékezett inga periodikus megol-
désait és megadjuk ezen megoldasok kezd&értékeinek egy matematikailag is meghiz-
hato befoglaldsat. Majd a karakterisztikus multiplikitor modszerrel meghatarozzuk
ezen megoldasok stabilitasat/instabilitasat.

Ezek utan a hagyomanyos ingdn bemutatnuk egy az inga allapotaitol fiiggetlen
stabilizalasi eljarast, melyet alkalmazunk az altalunk tekintett kényszererds ingén is.
Majd a korabban megismert szamitogépes eljarassal bebizonyitjuk a multilikdtorok
segitségével, hogy ez az eljaras valoban stabilizalja az inga instabil megoldését.

Végiil szintén a hagyomanyos ingan bemutatunk egy folytonos visszacsatolésos
modszert. Ezzel a modszerrel is megprobaljuk stabilizdlni a kényszererds ingéat,
illetve bizonyitani stabilitésat.
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1.1. A periodikus megoldasok

1.1.1. A kényszererss fékezett inga

Jelen fejezetben egy kényszererds fékezett ingéat vizsgalunk, mely egy 1 szabad-
sagi fokkal rendelkez6 mechanikai rendszer. Egy m tomegt pontszert test 16g egy [
hosszu sulytalan, merev radon (lasd az 1.1. abrat). Ez azt jelenti, hogy a pontszert
test egy kor mentén mozoghat, melynek sugara [. A vizsgalt ingara harom eré hat.
Az egyik a gravitacio, amelynek nagysaga g és fligg6legesen lefelé hat. A masik a
légellenallés, amelynek nagységa a test sebességétdl fligg, és iranya ellentétes a pont-
szerd test mozgéasanak iranyaval. A forgasi sebesség és ezen erd hanyadosa legyen
konstans, és jeldljiik ezt (—v)-val, ahol v > 0. A harmadik egy periodikus kiilsé erd,
amely hat az inga sebességére az inga minden pozicidjaban. Ez a kényszerers legyen
Acost, ahol A egy konstans és t az id6. Ekkor a rendszer felirhato egy méasodrendi
differencialegyenlettel:

milz"(t) = —mgsinz(t) — yla'(t) + Acost,

ahol x az inga fliggsGlegessel bezart szoge, és x’ az inga forgasi sebessége. A tomeget
egységnyinek valasztva és az inga hosszaval (1) leosztva az el6z8 egyenletet az alabbi
egyenlethez jutunk:

A
2'(t) = —% sinz(t) — va'(t) + 7 cost.

A tovabbi szabad paraméterek megvalaszthatoak gy (¢ = [ és A = 1), hogy az
alabbi egyenletet kapjuk:

2"(t) = —sinz(t) — 0.12'(t) 4 cost.

Ez az egyenlet fogja vizsgalataink targyéat képezni. Korabbi, a kapcsol6dé irodalom-
beli eredményekbdl tudhato, hogy az ilyen rendszerek numerikus megoldésai nagyon
érzékenyek néhany pont kozelében [3].

1.1. abra. A kényszererss fékezett inga.

A fenti egyenletet felirhatjuk az alabbi formaban is:

zo(t) = —0.1z5(t) — sinxq(t) + cost,

ahol xy az inga szdge, mig x5 az inga szogsebessége.
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Az egyik altalanosan hasznalt eszkoziink a Poincaré-leképezés. Mivel a kényszer-
eré 2m periodikus, igy a Poincaré-képeket a t = 2nm idépillanatokban vessziik, ahol
n egy egész szam. Az ezen idSpillanatok kozott kialakult leképezések azonosak. Igy
a trajektoria kovetéséhez elegends a Poincaré-leképezést (P : R? — R?) iteralni,
melyet az aldbbi moédon definialhatunk:

P (2(0),2'(0)) — (z(27),2'(2m)).

Megjegyzendd, hogy ez a Poincaré-leképezés z-ben 27 periodikus, mivel az in-
ga szoge is 27 periodikus, és egyik erd sem fligg a korbeforduldsok szaméatol. De
amig a hagyoményos inga szimmetrikus z-ben is, a mi rendszeriink nem az, mivel a
kényszerer$ nem szimmetrikusan hat az inga szimmetrikus szogeiben.

1.1.2. Megbizhat6 moédszer a Poincaré-leképezés befoglalasara

A bizonyitasokhoz a Poincaré-leképezést is megbizhaté modon kell megadni. Mi-
vel ez a leképezés nem irhato fel zart alakban, igy egyetlen megoldas marad, a tra-
jektoria kovetése a [0, 27] idSintervallumon. Egy adott pontra a Poincaré-leképezést
a trajektoria helyzete adja meg a t = 27 idGpillanatban.

To6bb megbizhato differencidlegyenlet-rendszert megoldé szoftver 1étezik, melyek
szabadon felhasznalhatok [2]. A valasztasunk a konnyt hasznalat, és a széleskortien
elismert teljesitménye miatt a VNODE-ra (Validated Numerical ODE) esett [7].
A csomag mikodése a Taylor-sorfejtésen alapul. Erdssége az, hogy a lépéshosszt
automatikusan valasztja meg, és igy ott végez kisebb 1épéseket, ahol ez sziikséges.
Ezzel a modszerrel nagyobb pontossagot képes elérni. A csomag tovabbi elénye,
hogy a trajektoriakat idében elére- és hatrafelé is tudja kovetni.

A program egyetlen hatranya szamunkra, hogy csak szamitogépen abrazolhato
idépillanatokban képes megadni a trajektoria helyzetét. A Poincaré-leképezésben
szerepld 2m azonban nem abrézolhato szamitogépen, igy az alabbi atalakitassal hasz-
naljuk az egyenletrendszert:

Yolt) =,
i) = 7 (1)),
yo(t) = m (—=0.1ya(t) — siny; (t) + cost) .

Ebben az esetben a t = 2 idépillanatban kapjuk meg a Poincaré-leképezést. A
Poincaré-leképezés inverzét pedig a t = —2 idépillanatban. Ezen két fiiggvény érté-
két jeloljiik az I 2 dimenzi6s intervallumra P(I)-vel és P~(I)-vel.

1.1.3. A periodikus pontok

A kaotikus viselkedésben fontos szerepet jatszanak a periodikus pontok. Ezek
helyének és stabilitasanak vizsgalata sziikséges a kdosz és stabilitas bizonyitasahoz.
Korabbi eredményekbdl tudhato [6], hogy ilyen rendszereknek legalabb egy periodi-
kus megoldéasa van, de ennél tobbre lesz sziikségiink.
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Jelen részben csak a Poincaré-leképezés fixpontjaival foglalkozunk, ugyanis 1é-
teznek olyan periodikus pontjai az inganak, melyek 27 id6koézonként ugyanazt az
allapotot veszik fel, de kozben legalabb egyszer korbefordulnak. Sejthetd, hogy egy
bizonyos értéknél nagyobb sebességgel mozgd inga nem lehet periodikus. Durva
szamitasokkal az alabbi fels6 korlatot kapjuk a kaotikus inga sebességére:

21
\m</‘uﬂ%mwﬁ<m1
0

A periodikus pontok kereséséhez egy egyszerti megbizhaté B&B eljarast alkal-
maztunk. A Kkeresési teriilet az

(z,2") € ]0,27] x [—10.1,10.1]

kezd6 intervallum volt. A B&B eljarasunk olyan 2 dimenzios intervallumokat (I;)
general a kezdd intervallumbol, melyekre igaz az alabbi allitdsok valamelyike:

1. az [; intervallumnak nincs kozos pontja a P(I;) és P71(I;) legalabb egyikével,
vagy

2. az I; intervallum kicsi (a felhasznalo altal beallitott méretii), és van kozos pontja
a P(I;)-vel és a P~1(I;)-vel is.

A periodikus pontok csak a masodik halmazban lehetnek. Kovetkezs 1épésként az
ezen csoportban 1év6 kozos ponttal rendelkezé intervallumokat 6sszevonjuk egy na-
gyobb intervallumba, amely tartalmazza mindkét kisebb intervallumot. Ezt mind-
addig csinéljuk, mig van ilyen intervallum a csoportban. Ezzel feltehetGen pontosan
annyi intervallumot kapunk, mint ahédny periodikus pontja van a rendszernek, és
mindegyiknek egy-egy garantalt befoglalasat nyerjiik. Sajnos ez a technika egyel6-
re nem zarja ki, hogy egy-egy ,dobozban” tébb vagy akar egy periodikus pont se
szerepeljen.

Esetiinkben ezen 2 dimenziés intervallumok az aldbbiaknak adodtak:
(x, :L")1 = ([2.634272,2.634274], [0.02604294, 0.02604485]) ,

(z,2"), = ([4.236893, 4.236894], [0.3926964, 0.3926973]) .
Megvizsgélva a trajektoriakat, azt sejtjiik, hogy az elsd egy felsé egyensiilyi palyét,
mig a mésodik egy alsé egyensulyi palyat feltételez (lasd az 1.2. abrat).
A létezés és az egyértelmiiség igazolasdhoz a karakterisztikus multiplikatort fog-

juk hasznalni. Ezt az tgynevezett variacios egyenlet modszerrel hatarozzuk meg.
Ehhez sziikségiink van a jobboldalak x; és x5 szerinti derivaltjaira, melyek a kovet-

kezdk:
0 1
—cos(x;) —0.1 )°

Vegyiik észre, hogy az x)-nek az x; szerinti derivaltja tartalmazza az xq-et, igy
sziikségiink van a megoldasra is, melyet csak numerikusan befoglalva tudunk meg-
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(a) Az als6 periodikus palya. (b) A fels6 periodikus palya.

1.2. abra. A periodikus palyak.

adni. Igy az alabbi differencialegyenlet-rendszert vizsgaljuk:

7(t) = z(b),

25(t) = —0.129(t) — sin z1(¢) + cost,
Zé(t) = 24(t)7

2y(t) = —0.1z4(t) — 23(t) cos z1(¢).

A 21 és 25 teljesen azonos az x1-gyel, illetve xo-vel, és ezek fogjak a megoldést minden
idépillanatra kiszdmolni, mig a z3 és z4 a multiplikatorokat tartalmazzék.

Az eljaras soran a differencidlegyenlet z, zo kezdGértékei legyenek az elsé fixpont
koordinatéi, valamint 23(0) := 1 és 2z4(0) := 0. Ezekkel az értékekkel kiszamolt
Poincaré-leképezés z3 és z4 értékei legyenek egy A; 2 x 2-es matrix elsd oszlopa. Az
A; métrix mésodik oszlopéat hasonloan szamoljuk ki, csak a 23(0) := 0 és z4(0) := 1.
Az igy ad6dod matrix:

. _ (1169.6369,160.6370] [168.7925, 168.7926]
1=\ [152.9595, 152.9597]  [152.2012, 152.2014] / °

mely sajatértékeinek befoglalasa:
ot = [321.8363,321.8368],

a2 = [0.001421,0.001894].
Mivel abszolut értékben az egyik nagyobb, mint 1, a masik pedig kisebb, ezért az

x,7"), intervallum pontosan 1 instabil fixpontot tartalmazhat.
'l't 11 t 1 instabil fi tot tartal hat
Hasonléan a mésik 2 dimenziés intervallumra:

A — [—0.7426217, —0.7426218] [0.09101517,0.09101522]
27\ [-0.04890921, —0.04890920] [—0.7123905, —0.7123904] ) ’

melynek sajatértékei

al = [~0.7275062, —0.7275061] + /[—0.01689209, —0.01689190),

[—0.7275062, —0.7275061] — 1/[—0.01689209, —0.01689190].

2
A
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Mivel a valos rész abszolut értéke mindkét esetben kisebb mint 1, igy ez egy stabil
fixpontot tartalmaz.

Jelen dolgozatban a tovabbiakban csak az instabil periodikus megoldéssal fogla-
kozunk. Ezen pélya stabilizalasaval és kontrolljaval probalkozunk meg.

1.2. Az instabil megoldas stabilizalasa

1.2.1. Az egyszeri inga stabilizilasa

Ismert az a tény, hogy az egyszert inga fels§ egyensulyi allapota instabil. Bi-
zonyitott [1], hogy a felfliggesztés megfelels mozgatasaval ezt stabilla lehet tenni.
Egy ilyen eredményt érhetiink el a felfiiggesztési pont adott periddusu és nagysagu
fiiggbleges iranyu oszcillalo mozgatasaval. Ennek a mozgasnak a gyorsulasa legyen

Sap?

l

ahol a a kitérés amplitidoja, | az inga hossza, és p a kitérések szama 27 idG alatt.
Ekkor a hagyomanyos inga differencidlegyenlete az alabbi formaban irhatoé fel:

sin(pt),

2

8
2" (t) = (—% - alp sin(pt)) sinz — v’

A stabilitas vizsgalatahoz alkalmazhatjuk a kordbban is hasznalt variacios egyen-
let modszerét. Jelen esetben ismert, hogy az ingdnak két fixpontja van, melyek koziil
az egyik stabil (az also egyenstlyi allapot), a masik pedig instabil (a felss egyensu-
lyi allapot). Vizsgalataink most a felsé egyensulyi allapotra koncentralodnak és ezt
szeretnénk stabill4 tenni. A fenti egyenlet peridédusideje 27”, azaz ilyen hosszan fog-
juk vizsgalni a varidcios egyenletrendszert. Ezen id6 alatt a periodikus palya ismert
(konstans ), igy nincs sziikségiink a palya kiszamitasara. Ezen észrevételekkel az
egyenletrendszer az alabbi médon adhat6é meg:

4(t) = z4(0),
24(8) = (=4 + 2 sin(pt) ) 25(8) — 2 (t),

Tovabbi vizsgalatainkban a kaotikus kényszererds fékezett ingahoz legjobban ha-
sonlito rendszert vizsgaltuk, azaz v = 1 és | = g = 9.81. Megvizsgaltuk, hogy milyen
gyorsan kell mozgatni a felfiiggesztési pontot, ha azt szeretnénk, hogy a fels§ egyen-
salyi allapot stabilizalédjon. Ehhez az kell, hogy teljesiiljon az, hogy a fent emlitett
differencialegyenlet-rendszerrel kapott matrix sajatértékeinek abszolit értékei 1-nél
kisebbek legyenek. Konstans a = 1 és kiilonb6z6 p paraméterek mellett az 1.3. abra
jeleniti meg ezen értékeket.

1.2.2. A kényszererds fékezett inga stabilizalasa

c sz

Az el6z6 modszer analogiajara, a kaotikus kényszererds fékezett inga stabiliza-
lasaval probalkozunk. Legyen a kényszererds fékezett inga fels6 instabil periodikus
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1.3. abra. Az sajatértékek valos részének abszolut értékének alakulésa.

megoldasanak a szoge az id§ fiiggvényében z(t). Az el6z6 eredmények alapjan sejt-
hets, hogy egy Z(t) iranya és %sin(pt) értékkel gyorsuld felfliggesztési ponttal
rendelkez6 kényszererGs fékezett inganak stabilizalodik a felsG instabil egyensulyi
palyaja valamely a és p paraméterre. Ebben az esetben a kozéppont fiiggsleges

irdnyu gyorsulasa:
2

8
cos(Z(t)) a sin(pt) = wy,
a vizszintes iranyu gyorsulésa pedig:
8 2
sin(z(t)) aw sin(pt) = w,.

Ekkor az alabbi formaban irhato fel a differencidlegyenlet:
2"(t) = (=1 — wy) sin(z) + wy cos(x(t)) — 0.12" + cos(t).

Az a = 0.5 és p = 4 paraméterekkel kovetkezett be egy stabilizalodas. Ezt mu-
tatja az 1.4. dbra. Az 1.4(a) abran az inga szogének alakulasat lathatjuk az id6
fiiggvényében a felss instabil allapotban. Ezzel a mozgatassal ezt az instabil allapo-
tot szeretnénk stabilizalni. Egy kozeli allapotbdl inditott inga szogének alakulasat
lathatjuk az 1.4(b) abran. Majd ugyanezen allapotbol a mozgassal ellatott rendszer
alakulasat mutatja az 1.4(c) abra. Sejthetd, hogy ezen kiils6 mozgatas hataséra az
inga szoge tart a felsé palyahoz és ez stabilizalja a tekintett palyat.

A bizonyitashoz a Poincaré-metszeteken alkalmazott multiplikdtor modszert al-
kalmazzuk. Ennek vizsgalatdhoz a kényszererd periddusanak, és a kozéppont gyor-
sulasdnak periddusanak osszemérhetének kell lennie. Ez jelen esetben igaz, és a
minimalis kozos peridodus 2m. A vizsgélando differencidlegyenlet az alabbi médon
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(b) Kontroll nélkiili kaotikus mozgéas. (c¢) Kontrollalt mozgas.

1.4. abra. A kényszererds inga stabilizalodasa.

alakul:
() = z(1),
25(t) = —0.125(t) — sin (21(t)) + cos(t),
z(t) = 24(t),
2(t) = (—1 —cos (z1(t)) 8alp sin(pt)) sin(z3(t)) +

Sap?

+ (sin (z1(1))
z(t) = (1),

() = ((-1 ~ cos (21(1)) S“ZPQ sin(pt)) cos(z5(t))—

sin(pt)> cos(z3(t)) — 0.1z4(¢) + cos(t),

2

_ (sm(zl (t))galp sin(pt)sm(pt)) sin(zg(t))) 2o(8) — b (1),

A 21 és zp megegyezik az eredeti kényszererds fékezett inga egyenletrendszeré-
vel. Ennek feladata a periodikus megoldas kiszamitasa, mely segitségével meg tud-
juk hatarozni a kozéppont gyorsulasdnak irdnyat. A stabilizalé mozgéssal ellatott
egyenletrendszert alkotja a z3 és z4, mig a multiplikdtorok szamitasat a z5 és zg
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végzi.
Ekkor a kordbban ismertett modszerrel kapott métix két sajatértéke a felsd,
kezdetben instabil megoldasra:

A= [-0.416498, —0.415888] + [0.59792, 0.602524] i,
és

A = [-0.416498, —0.415888] — [0.59792, 0.602524] i,
azaz ez a palya a rezegtetéssel stabil.

Vegyiik észre, hogy az wy és az w, gyorsulasok nem fiiggnek az éppen aktudlis inga
allapotaitol — sem a sebességétsl, sem a szogétsl. Ezen fliggvényekben csak a felsd
instabil palya megoldasa szerepel, melyet akéar elére kiszamithatunk és eltarolhatunk.
Tehat a jelen probléman alkalmazott mozgatas a nem visszacsatolasos technikak
korébe tartozik.

1.3. Egy visszacsatolasos kontroll fiiggvény

1.3.1. Az egyszerii inga kontroll fiiggvénye

A szakirodalmakban gyakran vizsgalt mechanikai rendszer a forditott inga (in-
verted pendulum). Ezt gyakran tgy prezentaljak, hogy egy kicsi kocsin van egy
allo — nem 16g6 — inga (lasd az 1.5. dbran). A kocsi azt a szerepet tolti be, hogy
az inga ,felfiiggesztési” pontjat jobbra, illetve balra lehessen mozgatni. Ezen moz-
gassal, pontosabban ilyen irdanyu erékkel probéljak a kocsin 1évs ingat fliggdleges
helyzetben tartani, azaz az eredetileg instabil allapotat stabilizalni. Az er§ nagy-
sdga rendszerint fiigg az inga fiiggslegessel éppen bezart szogétdl, tovabba néhany
esetben az inga forgasi sebességétdl is. Mivel itt a dinamikai rendszerre haté kiils6
er6 nagysaga fiigg az éppen aktualis inga allapotaitol, igy ezen stabilizalo hatast a
visszacsatolasos technikak kozé soroljék. Jelen dolgozatban a rendszerre hatd erd
csak a inga szogétdl fog fiiggni, tovabba csak a folytonos visszacsatoldssal fogunk
foglalkozni.

Elgszor vizsgaljuk meg a hagyomanyos, kényszererd nélkiili fékezett ingara gya-
korolt hataséat az ilyen tipusi erének. Az eré nagysaga fiiggjon az inga fiiggslegessel
éppen bezart szogétsl linearisan, azaz a felfliggesztési pontra hatoé erd nagységa
legyen:

p(ZL‘ - 7T),
ahol p egy paraméter. Majd ezen rendszer stabilitdsanak vizsgalatahoz hasznéljuk
ismét a variacios egyenlet modszerét. Igy a multilikitor kiszamitasahoz hasznalt
differencidlegyenlet-rendszer a kdvetkezs:

A(t) = 2(t),

2(t) = —sin(z1(t)) + p(z1(t) — 7)cos(z1(t)) — 0.125(t),

z3(t) = 2(t),

zy(t) = ((=1+p)eos(z(t)) — p(zi(t) — m)sin(z1(t))) 23(t) — 0.12)(2).
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1.6. abra. Az sajatértékek valos részének abszolut értékének alakulasa.

Jelen esetben nincs periodikussig a rendszerben, igy nem kell hozz4a igazitani a
vizsgalando6 id6 nagysagat. Megjegyzendd, hogy a id6 nagysaga nem befolyasolja a
sajatértékek 1-hez viszonyitott helyzetét, csak a téle 16vo tavolsdgat. Ezen észrevétel
utan vizsgaljuk meg, hogyan alakul a fels§ kezdetben instabil allapot stabilizélasa a
p paraméter fiiggvényében. Az igy kapott multiplikidtorokat lathatjuk, az 1.6. abran.
Az abran észrevehetd, hogy koriibeliil p = 0.5-nél lesz mindkét sajatérték valos része
1-nél kisebb, azaz ekkor kovetkezik be a stabilizalodés.

1.3.2. A kényszererss fékezett inga kontroll fiiggvénye

c sz

lunk vizsgalt kényszererds fékezett inga stabilizdlasaval. Ismét legyen a felsé instabil
megoldas az z(t). Ezen megoldés stabilizalashoz felhasznalt vizszintes eré nagységa
fliggjon az inga szoge és ezen Z(t) megoldas kiilonbségétsl linearisan. Azaz az erd
nagysaga legyen

ahol p egy paraméter.
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1.7. d4bra. A kényszererds inga stabilizédlodéasa.

Ezzel a plussz kiils6 erével a kényszererds fékezett ingank differencidlegyenlete
az aldbbi moédon alakul:

2"(t) = —sin(x) + p(a(t) — 2(t)) cos(x(t)) — 0.12" + cos(t).
Jelen esetben a p = 2-nél tapasztaltunk stabilizalodéast, mely lathato az 1.7.
abran.

Ennek bizonyitasdhoz, szintén a multiplikitor modszerét fogjuk alkalmazni. A
multiplikidtorok kiszamitéashoz az alabbi differencidlegyenlet-rendszert kell vizsgélni:

2(t) = (),

25(t) = —sin(z(t)) — 0.121(t) + cos(t),

z(t) = Z(),

2,(t) = —sin(z3(t)) — 0.124(t) + 2(23(t) — 21(¢)) cos(23(t)) + cos(t),

z(t) = z(t),

2z6(t) = (—cos(z3(t)) + 2cos(z3(t)) — 2(23(t) — 21(¢)) sin(23(t))) 25(¢) — 0.124(¢).

A z1 és a zy ismét megegyezik az eredeti kényszererds inga egyenletrendszerével,
melynek szerepe az éppen aktuélis periddikus megoldas nyilvantartasa, mig a z3 és 24
kontrollal ellatott egyenletrendszer, a z5 és zg pedig a multiplikatorok kiszamitasat
végzi.

A modszerrel kapott matrix sajatértékeire az alabbiakat kaptuk:
A= [0.718038,0.718075] + [1.33514, 1.33939] i,

és
A2 = [—0.416498, —0.415888] — [1.33514, 1.33939] i,

azaz ez a palya a kontrollal stabil.
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