Megbizhato szamitasok

Csendes Tibor

A cim kissé rejtélyes: a szamitdgépes algoritmusok a koztudat szerint ponto-
sak és megbizhaték. Az alku soran az igynokok végso érve gyakran az, hogy a
kalkulator is a mondott szamot mutatja. Ezzel szemben sajnos fontos feladatok
megoldasa soran is azzal szembesiiliink, hogy a kapott eredmény csak kozelitd
érték, és gyakran kritikus esetben a kapott szam nagysagrendje, vagy az elGjele
sem helyes. Ennek ellenére van olyan szamitégépes modszertan, amely biz-
tositani tudja a numerikus szamitasok tetszdleges pontossagit és megbizhatdsa-
gat. Ez ugy érhetd el, hogy a tébbet kell szamolni, és tovabb tart a megoldés.
Gyakran a gép memériaja is nagy kell hogy legyen.

A pontatlansag egyik oka: Adjunk Ossze 3 szdmot, majd igazoljuk, hogy ha
ezt lebegbpontos szamitégépes rendszerben tessziik, akkor az eredmény lényegé-
ben tetszélegesen tavol lehet a helyestdl! Matlabban példaul a kovetkezdt ta-
pasztalhatjuk. Az

>> A+B+C

utasitdsra a 1023,2016, —1023 értékekkel az eredmény 0, a helyes nyilvan 2016.
Erdekes, hogy mind az adatok, mind az eredmények lebegépontos kornyezetben
abrazolhaté szamok.

Természetesen tobb megoldas is van erre a problémara. Ilyen a részeredmé-
nyeknek tobb lebegépontos szamba valé gylijtése, az un. error free transfor-
mation (EFT), vagy az intervallum aritmetikdn alapulé befoglalé fuggvények
hasznalata.

Legyen I a kompakt valds intervallumok tere. Az intervallum-aritmetika miivele-
tei ezen a halmazon vannak értelmezve. A miiveleteket gy kell definidlni, hogy
az Ao B eredménye egy olyan C intervallum legyen, amely pontosan azon c valds
szamok halmaza, amelyekhez 1éteznek olyan a € A és b € B val6sok, hogy ¢ = ao
b. Itt o a négy alapmiivelet valamelyikét jeloli. Az ilyen aritmetika segitségével
kévetni lehet a kerekitési hibakat, és az adatainkat terhel6 bizonytalansag is
tiikr6zodhet az eredményekben.

Az el6z6 definicié mellett az intervallum-aritmetikat lehet kizarolag a valds
aritmetikdra tdmaszkodva is definidlni. Az [a, ] és [¢, d] intervallumokra legyen

[av b]+[ca d] = [a+cv b+d]a
[a, b] — [¢c, d| =[a—d, b—],



[a, b][e, d] = [min(ac, ad, be, bd), max(ac, ad, be, bd)],
[a, b]/[c, d] = [a, b][1/d, 1/c].

Az osztést persze csak akkor értelmezziik, ha 0 ¢ [¢, d]. Erdemes megjegyezni,
hogy ez utdbbi feltétel jol megfogalmazott gyakorlati feladatokban a tapasz-
talataink szerint szinte kivétel nélkiil teljesiil. A valds miiveleteknek ezt a ki-
terjesztését intervallumokra természetes vagy naiv intervallum-kiterjesztésnek
nevezik. Az utébbi években vizsgdljak az olyan intervallum-aritmetikakat is,
amelyek nem csak kompakt intervallumokon definidltak. Ezeken a nulldt tar-
talmazd intervallummal valé osztds is értelmezhetd. Példdul [1,2]/[-1,1] =
[1,-1] =R\(-1,1).

Bar az alapmiiveletek pontosak a fenti értelemben, mégis, a veliik kiszamitott
bonyolultabb fliggvények durva becslései is lehetnek a megfelel6 értékkészletnek.
A gyakran emlegetett példa a kovetkezd: az @ — x? értékkészlete a [0, 2] inter-
vallumon [—2, 0,25]. Ezzel szemben az intervallum-kiterjesztéssel ad6dé inter-
vallum [—4, 2].

Az intervallum-aritmetika miiveleteinek tulajdonsagaival foglalkozik az inter-
vallum-algebra. Szdmos, a valés miiveletekre érvényes tulajdonsig valtozatlanul
teljesiil az intervallum-miiveletekre is (pl. a kommutativitds, asszociativitds az
Osszeaddsra és a szorzésra), de dltaldban nincs inverz, és érvényes a szubdiszt-
ribuicids tulajdonsdg: A(B + C) C AB + AC.

Az alapmiiveletekhez hasonléan konnyen lehet definidlni az elemi fliggvények
intervallum-kiterjesztését is, tehat a szamitégépen kiszamithato fiiggvényeket
szinte kivétel nélkiil meg lehet valdsitani természetes intervallum-kiterjesztésben
is.

Az intervallum-aritmetika alkalmazasa szempontjabdl alapveté fogalom a
befoglalé figgvény. Az F(X) : I — I az f(x) n-valtozés valés fiiggvény be-
foglalé fiiggvénye, ha f(x) € F(X) érvényes minden x € X pontra és X € I
intervallumra. Az intervallum-matematika fontos eredménye, hogy az f(x) valés
fiiggvénybdl természetes (vagy naiv) intervallum-kiterjesztéssel adédé F(X) fiigg-
vény befoglalé fiiggvény.

A befoglal6 fliggvényektdl természetes azt elvarni, hogy bévebb argumentum-
intervallumra ne adjanak sziikebb eredmény-intervallumot. Ezt a feltételt fo-
galmazza meg az izotonitds: egy F(X) befoglalé fliggvény akkor izoton, ha
X C Y-bdl kovetkezik F(X) C F(Y). Az izotonitds szinte minden intervallum-
aritmetika implementaciora érvényes.

A befoglalé fiiggvények minoségének fontos mutatéja a rend: azt mondjuk,
hogy az F'(X) befoglalé fiiggvény rendje o > 0, ha létezik olyan ¢ valés konstans,
hogy w(F(X)) —w(f(X)) < cw(X)* teljesiil minden X € I"-re, ahol w(X) az
X intervallum szélessége, és f(X) az f(x) értékkészlete az X intervallumon. A
természetes intervallum-kiterjesztéssel adodd befoglalé fiiggvények elsérendiiek,
de kidolgozott a magasabbrendii befoglal6 fiiggvények elmélete is. Az egynél
szélesebb intervallumokra a természetes intervallum-kiterjesztést, a kisebbekre
pedig a magasabbrendii befoglal6 fliggvényeket szoktak ajanlani.

A szamitégépes megvaldsitas soran minden intervallum-miivelet végrehajtésa
utan a kapott intervallumot mddositani szokés. Az intervallum alsé hatarat le-



felé, fels6 hatarat felfelé kell kerekiteni a legkdzelebbi dbrazolhatd szamra. Ezzel
az ugynevezett kifelé kerekitési eljarassal el lehet érni, hogy a befoglalasi tulaj-
donsag a kerekitési hibak ellenére is fennmaradjon. Ezen a médon szamitégéppel
automatizalhaté a garantalt meghizhatosagu befoglalé fiiggvények eléallitasa.

Az intervallum-aritmetikdhoz hasznalatos specidlis kerekitéseket az IEEE
754-1985 szabvany biztositja, ezeket napjaink szinte minden szamitégépes pro-
cesszora tamogatja. A hetvenes évek kozepétdl elérheték olyan programozési
nyelvek, amelyek az INTERVAL adattipus hasznalatat tamogatjak. Ilyen nyel-
veken (mint példdul a C-XSC) még az intervallum-aritmetikat megvaldsité szub-
rutinokat sem kell megirni: a megfelel6 befoglalé fiiggvény implementalasahoz
elegendd a fliggvény kiszamitdasahoz hasznélt valtozok tipusat megvaltoztatni.

A befoglalé fliggvényekre tamaszkodd numerikus algoritmusok érzékenyek a
befoglalé fiiggvény mindségére, pontossagara. A vazolt természetes intervallum-
kiterjesztés mellett szamos mas eljaras is ismert a befoglalé fiiggvények eléallita-
sara, példaul a magasabbrendi derivaltakat is haszndlé un. kozépponti alakok,
az automatikus derivalasra és monotonitas-vizsgalatra épiilé stratégidk a be-
foglalé fliggvény javitdsara, illetve az optimalis pontossagu befoglalé fiiggvényt
generald eljaras. Ezek a modositasok természetesen novelik az egy befoglald
fiiggvény kiértékeléséhez sziikséges szamitasok mennyiségét.

Az intervallum matematikat részletesen targyalod jegyzet vagy magyar nyelvi
irodalom sajnos még nincs. Angol és német (esetleg orosz) nyelvii bevezetd
konyveket tudok ajanlani:

e G. Alefeld, J. Herzberger: Einfithrung in die Intervallrechnung, Bibliogra-
phises Institut AG, Mannheim, 1974.

e G. Alefeld, J. Herzberger: Introduction to Interval Computations, Acade-
mic Press, New York, 1983.

e H. Ratschek, J. Rokne: Computer Methods for the Range of Functions,
Ellis Horwood Ltd., Chichester, 1984.

e S.A. Kalmikov, Yu.l. Sokin, Z.H. Yuldashev: Az intervallum-analizis méd-
szerei (oroszul), Nauka, 1986.

e H. Ratschek, J. Rokne: New Computer Methods for Global Optimization,
Ellis Horwood Ltd., Chichester, 1988.

Egy pozitiv példa: A STAM (Ipari és Alkalmazott Matematikai) Tarsasag 2002-
ben 10 numerikus feladatot t{izott ki'. Feladatonként 10 helyes decimalis jeggyel
100 dollart lehetett nyerni. A negyedik megadott feladat a kovetkezo fliggvény
minimalizalasa volt:

exp(sin(50x)) + sin(60e?) + sin(70 sin(x)) + sin(sin(80y))—

INick Trefethen: A Hundred-Dollar, Hundred-digit Challenge. SITAM News 35(2002)



—sin(10(z +y)) + i(ﬁ +97).

A feladat megoldédsara egy intervallum aritmetikara alapulé korldtozés és
szétvéalasztds médszert haszndltunk. A kapott eredmény a [—10.0, 10.0] keresési
tartomdnyon a globalis minimum értékére a kovetkezo alsé- és felsé korlatokat
adta:

[—3.306868647475316, —3.306868647475196].

Az eredményben a kiemelt els6 13 jegy matematikai bizonyitéerével igazoltan
helyes. Ehhez mind6ssze 0.26 mdsodperc CPU-id8, minimdlis memdriaigény (75
részintervallum téroldséra volt sziikség), 1975 célfiiggvény-, 1158 gradiens- és 92
Hesse-matrix kiértékelés kellett.

Az ugynevezett "wrapping effect” a differencidlegyenletek megolddsat neheziti,
még pontos szamitas esetén is a kapott eredmény intervallum mérete nagyon
nagy lehet:
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Az abran azt kell megfigyelni, hogy a jobb szélen 1év6 négyzet korbefor-
gatdsaval a befoglald intervallumok mérete reményteleniil né. Ennek az oka a
rogzitett koordinatarendszerben valé intervallumos befoglalés.

Mikor nem kell a megbizhatésag?

e Olyan gyakorlati feladatok esetén, amikor koltség vagy haszon jellegii a
célfiiggvény. Ilyenkor a jo kozelité megoldasok elegendok.

e Ilyen H.-P. Schwefel példdja: A Siemens megbizdsabdl atomerdmiivek
szamara kellett a flitoelemek helyét meghataroznia gy, hogy javuljon a



hatékonysdg. Az evoliciés mddszerrel taldlt megoldds tobb mint 1%-al
volt jobb, mint a korabban ismert. Bar nem tudja, hogy a taldlt kozelités
akar csak helyileg optimdlis-e, és azt sem, hogy milyen messze van az
optimumtél, a megbizé elégedett volt (> 108 DEM).

Mikor kell a megbizhatésag?

e Elméleti allitasok igazoldsara mint példdul a

— a Kepler-sejtés,
— a Fekete-feladat,

— n-dimenziés gombhoz illeszkedd azonos méretli gombok széma (kis-
sing number),

— korpakolasi feladatok, vagy:
— min (a” + " — c")2 +sin? ar + sin? brr +sin? err + sin® n7 ahol a, b, ¢

nemnegativ és n nagyobb mint ketto.

e egyes olyan gyakorlati feladatok esetén, ahol a kozelité megoldas ismerete
haszontalan (pl. van-e olcsébb termelés...),

e kritikus alkalmazasokban, mint a miitéti robotok iranyitasa.
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